
译 者 的 话

对于
“

马克思所遗留下来的极其重要的数学手稿
” 《反杜林论 》

,

恩格斯极

为重视
。

但在马克思和恩格斯生前
,

都未能发表
。

在马克思和恩格斯的书信中
,

也包含与数学手稿有关的内容
。

年 月

日恩格斯在给马克思的信中说 “研究了你的数学手稿
” , “

我向你祝贺
” 。

年 月 娜和 旧 恩格斯和马克思的相互通信也都对微分演算作 了
精辟的论述

。

上述书信均见《马克思恩格斯全集》第 卷
。

年
,

苏联《在马克思主义旗帜下 》杂志第一次刊登数学手稿部分内容

的俄译文
。

年
,

我们曾按这部分内容的日文本译成中文
,

印了试译本
。

年
,

我们根据德文原文对手稿的整个论文部分重新进行翻译
,

印了第二个试译本
。

接着
,

在上海 《自然辩证法》杂志 年第
、

两期上刊登了
“

导函数的概

念
” , “

论微分
”

和
“

微分演算的历史发展过程
”

等主要论文
。

这次刊出的译本
,

又对前两次的译稿进行了全面的修订和补充
,

目的是进

一步征求对于译文的意见
。

这个译本收集了我们所见到的比较完整的手稿 内

容
,

整理成六个部分
。

前面五个部分都是马克思在八十年代 一 的

手稿
,

最后第六部分标明是
“
七十年代的几份手稿

” 。

这样
,

可以更好地领会马

克思关于微分演算本质的思想发展和理解手稿的精神实质
。

关于译文
,

有儿点说明

在马克思的手稿中
,

变数 。
, , 变化以后写为 了

,

犷
,

译文按现在通常

的写法改为 ‘
, , 。

凡有方括号
“
〔口

”

的标题是译者所加的
,

译文中方括号内的文字也是

译者所加的
。

译文下边的注都是译者加的
。

参加翻译工作的有 按姓氏笔划为序 复旦大学王福山
、

谷超豪
、

苏步青
、

陈少新
、

陈国亮
、

张开明
、

李立康
、

金若水
、

秦曾复
、

舒五 昌
,

上海师范大学吕乃

刚
、

茹诗松
、

周宝熙
、

程其襄等同志
。
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〔导函数的概念
。

论文及草稿〕

导函数的概念 」①

如果自变量 二 增长到 劣
,

那末因变量 就增长到
。

在 这里
,

我们将研究 二 只以一次幂出现的这种最简单的情况
。

梦 二 如果 劣 增长到 劣
,

那末
, 二 二 ,

以及
, 一 二 , 一 二 。

如果现在进行微分运算
,

也就是说
,

让 二
,

减少到 二
,

那末
劣 构 劣 一 劣 二

,

因而
二 , 一 二 二 。

再者
,

只是由于 劣 变为 劣
, , 才变为

,

的
,

所以现在同样有
箩 一 二 。

因而
, 一 , , 一 ,

变为
。

先设差值
,

而后又把它扬弃
,

这种做法从字面上看来将导致虚无
。

在理解

微分运算时所遇到的全部困难 就象一般理解否定的否定时一样
,

正在于要

弄清楚它是怎样区别于这种简单的运算过程
,

以及怎样由此导出实际结果的
。

如果我们用因子 二 一 二 去除 二 , 一 二 ,

并相应地去除等式的左边
,

那末

就得到

墅〔 别 二
一 劣

由于 是因变量
,

它根本不能进行任何独立运动
,

所以
,

在 二
,

没 有 变

为 二 之前
, ,

就不能变为
,

因而 一 也就不能 二
。

① 年
,

马克思把这篇论文寄给了恩格斯
。



另一方面我们已经看到
,

如果不使函数 劣

二 就不能变为 二 。 因此当等式的两边用因子 芍

然是一个有限差值
。

所以在建立比值

一

一 劣

的时候
, 二 , 一 二 始终是一个有限差值

。

由此可知
,

, 一

一

是一个有限差值之比 据此
一 』

劣 一 劣 一 刁劣
。

所以

一 变为 。
,

那末在函数中
,

一 男 去除的时候
,

这因子必

一

劣 一 劣

决 刁
从诬云一 肠

’

其中常量 起着两个变量的有限差值之比的极限值的作用
。

由于 是常量
,

它不能有任何变化
,

所以化为这个常量的等式右边也就不

能有任何变化
。

在这种情况下
,

微分过程在左边

丛二里甜变
一 刁公

进行
,

这是 二 这类简单函数的特点
。

如果在这个比值的分母中 二
,

减少
,

那末它将趋近于 介 一旦 二
、

变为 劣
,

它就达到了减少的极限
。

这样一来
,

就使差值 二 一 二 二 一 ,

从而
, 一 ,

也就 一 。

这样我们就得到

万 二

由于在冬这个表示式中 冬的来源和意义的任何痕迹都已消失 所以我
,’,

小 、 卜 廿 二亡
。。 、法 、

, , 、

二
, ,

、 ,
,、、。 , ‘ 、

, 、‘ 以豆石
’

兴甲月 民左沮 汤
’一 祷 从 以从 加 一 飘 “

, 侧‘件刀彻开 浏

十 山玲 , 仙始活二 卜
,
竹 。

了 , ,

。二 、
,

, 弘 从 刁 六 、二 二二
粼为 ,曰 二入 , 芒己 日 川 七人 可 ,

‘

七 口梦 夕工、日 砚尤 , 月为自 砂乙 刁石 多乙 巩 二至二 全
石 汤 肠沁

一些唯理的数学家们
,

固执地认为 和 二 在量上 实际 只 是无 限小
,

厂业
劣 ,

。 。 ‘、
、

, 一
从足恢逛了

一

万
。 正如在 中将要更加清楚地指出的那样

,

他们借此聊以
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自慰只是幻想
。

对这里 已考察的情况
,

还要提及的一个特点是
刁
宁卜
口劣

以及同样地会
,

因而有限差值 〔之 比〕的极限值
,

同时也是微分 〔之 比 〕的极限值
。

同一情况的第二个例子是

劣

一 劣 一 劣

劣

一 涤 刁
,

—
—月淡 一 一 一 吕

劣 , 一 劣 一 月劣 丽雨 一或一

由于 夕 二 ,

而 的函数又是以展开的代数表示式处于等式的右边
,

所

以我们称这个表示式为 二 的原函数
,

称通过取差值而得到的初次变形为 二 的

预先
“

导
”

函数
,

把通过微分过程最终得到的形式称为 劣 的
“

导
”

函数
。

夕 二 , ‘ 一 。

如果 ‘ 增长到 二
,

那末
,

斌 对 一 。 ,

, 一 劣璧一 二
“ 十 对 一 护 。 二 , 一 二

, , 一 二 呈 二 二 二 , 二 一 劣 , , 二 , 一 二 。

因此

奈知会
。 劣

一 。 “
‘ ‘ ’十 “

。

预先
“

导函数
”

二莹 二 二 , 、 , 二

、、二 。 , , 、 “
, 。

, 、 。 、 , 拢
, 卜、 , 。 。 , ‘

、

今 二
位边王正们 限左沮‘ 卜‘四似阻佩

,

姚正挑
, 、 一

目 边全左沮平 寸夕协
、厂刁丽浏沮

总是由这个
“

导函数
”

给定的
。

但是和 中情况不同
,

在这里这个值与微分之

比的极限值并不相同 ①
。

如果在函数
二笙 二 二 二 , 二 , 二

① 在这篇论文的草稿中接着写道
“

另一方面
,

现在微分过程在 二 的预先
‘

导
’

函数中 右边 进行
、
而同一个过程必然在

左边伴随着这个运动
” 。



中
,

变量
,

减少
,

直到其减少的极限
,

也就是变为等于 二
,

那末 对 变为价
,

二 变为 护
,

以及 二
, 十 二 变为 二 ,

从而我们得到 二 的
“

导
”

函数
劣 , 劣 。

这里令人信服地表明

第一
,

为了得到
“

导函数
” ,

就必须令
, 二 ,

所以是严格数学意义上的
二 , 一 二 ,

而无需任何只是无限接近之类的遁辞
。

第二
,

由于令 二
, 二 ,

于是 二
, 一 刃 二 。

这样一来
,

就根本没有什么符号

化的东西进入
“

导函数
”

①
。

原先通过 二 的变化而引入的那个量 二
,

并没有消

失
,

它只是减少到了它的最小极限值 二 ,

并且始终是 二 的原函数中新引进的

元素
,

它通过部分地和 自身相结合
,

部分地和原函数中的 二 相结合
,

给出了最

终
“

导函数
” ,

也就是给出了减少到它的最小量的预先
“

导函数
” 。

、 。
‘

、 , 二、 ,

二 小
、“ 。 ”二 、二 , 、

, ,、 。 、
、

二 二、 刁夕 、 、
在最初的 预先

“

导
”

函数中
,

把 劣 减少到 二
,

使左边的器变为普或号兰
由

,

脚
’月 曰 矽 、

‘ 、
’

, ’ , 资目 一 ‘ ,

洲 产 一 ” 矽 乙劣 一 劣
‘

因而

李
‘ “ ·

劣
或一

所以
,

导函数显现为微分之比的极限值
。

先验的②或符号化的不幸只发生在左边
,

但由于它现在只是作为一种过

程的表示式
,

它的实际内容早已在等式的右边得到见证
,

所以已经失掉了它的

吓人姿态
。

在
“

导函数
”

。劣 ”

中
,

变量 , 处于与原函数 即与 护 护 。 一 。 中的 二 完全不同的条件之

下
。

所以
“

导函数
”

本身又可以作为一个原函数出现
,

并且通过再一次的微分

过程变成另一个
“

导函数
”

的母体
。

只要变量 ‘ 并没有从某一个
“

导函数
”

中被

干脆除掉
,

那末这种做法就可以一再重复
,

所以对那些只能用无穷级数表示的
二 的函数来说

,

这种做法可以无限地继续下去
。

大多数情况都是如此
。

、 口 、、 。
口口 。 、从

‘、 二、二二麟
二、“ 。二 、

”
,

,、 。

符号
一

兹参
一 , 一

嚣声等等只表明最初给定的
‘ 的原函数的

“

导函数
”

系谱
。

只

① 在草稿中写着下列句子
“

从 二 的原函数找出
‘

导函数
’

的过程是这样进行的 我们先着手建立一个有限差
,

、 、 、人 企 、用 、 , 人 , 、
‘ 。 二‘

, 。 刁夕二、‘
, 。 。 ’

,

贻 二
、

二 、一 ,

从‘
, 、 、小 工。 。

值 这给我们提供了一个预先
‘

导函数
’ ,

它是嚣的极限值
。

我们随后进行的微分过程
,

林
是把这个极限值减少到它的最小量

。

在最初的差值中所引入的量 叭并没有消失 ⋯⋯
” 。

②
“

先验的
”

一词
,

原文为



有当人们把这些符号当作运动的出发点
,

而不把它们当作单纯的 劣 的逐阶导

函数的表示式看待时
,

它们才变得很神秘
。

这时确实显得很奇怪
,

怎么消失了

的量的比值还得重新经历再次的消失呢 而当看到譬如 沪 能够同它的母体
二“ 一样经历一次微分过程

,

那末这里面就没有什么奇怪了
。

人们本来也可以

把 护 当作 二 的原函数而从它出发
。

但是必须注意
,

事实上只有象在 中 劣 仅以一次幂出现的那些等 式 里
,

刁 二 二
, 、

、二口 ‘ 、、。 。 。 、
、

、 。 丫 书 , 二 。。 。化
, , ‘、二。祥 于 , 。

嚣才是微分过程的结局
。

可是在这里
,

正如 中所已指出的那样
,

结果是

一劣
一一一一巫由

优 卜 ,

去
、弄 用 ,帝 ,斗 刁 。匕旅匡品妈 , 、 斗 口 巾 岭 书挑七祁 。

,此防棍困
尸且岁枯, 」二二呀生日巳 〕坦 泣 一万二 尽 蕊上逮夕 汀 万戮刀 艺程王 , 岁 阴、 」一 夕 乙

‘

目 戈 出幼科 , 们沉 详
‘ 沁

。 、
、 ,

二 小
。 。二 、

, 。 、 且 、 。二 。 、
、 , ,口 、、、廿 人 。一

、

、

值 只有当预先
“

导函数
”

包含有变量 劣 时
,

因而只有当器保持为某个实在过
程的符号时

,

才有可能找到新的极限值 ①
。

、 , ,

。 、、八冲 二
、

、、丫
二扣 , 。 口 、 , 二廿 。口 入 山 、、、、

当然
,

在微分演算中
,

这决不妨碍符号嚣
,

浦彭奋等等及其组合也能构成等

式的右边
。

但这时人们也知道
,

这种纯粹符号的等式
,

仅仅表明以后对变量的

实际函数应进行的那些运算
。

梦 二“ 。

如果 变到 劣
,

那末
, 二 畔

,

以及
, 一 二 二 一 二 ” 二 , 一 二 二犷

一 , 二 一 , 二 二犷
一 二 ’十 ②

直到 二黔勺
, 一 ,

这一项
。

因而
迎‘卫 或李

。 二 一 、 , 一 二 二 一 , , 十 ⋯ 二 一二 , 一
。

劣 一 劣 口劣

如果我们现在把微分过程应用到这个
“

预先导函数
”

上
,

以致
二 , 二 或 劣

, 一 二 ,

那末
二 一‘ 变为 二

附一 ’

衅
一 , 刃 变为 二

’一 , 劣 , , 一 , 十‘ 二 , 一 ,

① 在草稿中上面这句话是这样写的
“

这只能发生在这种地方
,

那里预先
‘

导
’

函数含有变量 二
,

因而也能通过它的运动构
决 、 古丫 二、袱

, 、 。二 夕 。廿 人 、、 、
‘

。‘ 、 , 。
,

联一
‘ 一

县止阴翻退
’
圈 丽面龙禾

‘ 一

大位胜枉浏付万
“

②
“ ”

表示
“

等等
” 。
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衅
一
扩变为 砂

一“扩 二邢一“ ’ 二“ 一 ’

而最后

衅
一 ,

沪
一 ,

变为 砂 砂
一 , 二 护 价

一 , 二附一 , 。

这样我们就 , 次地获得了函数 砂
一 ,

因而
“

导函数
”

便是 ” 砂
一 。

在
“

预先导函数
”

中
,

通过令 丸

劣

,

左边的会就变为号或斋
,

因而

二 饥 劣巾一
。

微分学的所有运算都可按这种方式来处理
,

但那是毫无用处的烦琐
。

不

过
,

这里还是要举一个例子
,

因为在迄今所举的各例中
,

差值 一 劣 在 二 的函

数中只出现一次
,

因而在构成

丛二竺 鱼
气 一 劣 稠 刁劣

时
,

它就从右边消失了
。

在下面的例子中就不是这种情况

了

如果 ‘ 变到 劣
, ,

那末

夕
, ‘ 。

因此

夕, 一 二 了‘ 一 含 翻 二 ’一 , 一 。

并且

·‘ 一’ , ·‘一 ‘
’‘一 ’ ,

‘ 一 ’‘一 ’
·

卜
二 ,

一
一

鱼单黯上业
一

因而

, 一 ,
·

“ 一 ‘ ,一
牛

一
一 ‘

十

鱼卫立铃护竺且
一 ‘ ,

’

宁贵匹竺鱼
一 。· 。

拱
或会 二 ‘一

‘ ,班气最生 一
‘ ,
’ ·

十
性
兰杀瓷止型立

一 ,
。



如果现在 二
, 劣 ,

因而 二
, 一 二 二 ,

那末我们便得到
“

导函数
”

一 一 —‘ 一 」
‘ 十

,

二 贬 一 一
。

因而

勿
,

丁
, , 、 , , 、 , ,

一

鼠万一 肠 、肠 一 上 户一丁 沙 一
土 厂 宁 了沙 一

‘ ,一 呱

如果我们称花括号中的常量之和为
,

那末
, 二

一下于一 一 今 里

劣

但是这个 底数 ①的耐普尔对数
,

所以

夕 ,
、 , ,

。
, ,

‘ 、 。
、

、
,

而
一

’

从曰川 刚沮 、八“ , 一鼠矛
王 吕肠

’肠

从而
劣

矿 劣
。

补充

以前曾经研究过这样的情况 因子 二
, 一 二 在

“

预先导函数
”

中
,

即在

有限差值等式中只出现一次
。

所以用 二 一 二 除两边就构成
一 乎 乙

劣 一 劣 抽 刁劣
’

这个因子便从 二 的函数中消去了
。

在例子 中 研究过这样的情况

还保留在 ‘ 的函数中
。

去佑决 刁 、 。 田 优
住俐肤刁万心 口

’
四丁 、叭 一 丙 ,

还要研究一下这种情况 因子 二
, 一 二 不是直接从

“

预先导函数
”

的

最初差值等式中演化出来的
。

, 丫
, 二 ,

, 、谕 劣圣
,

一 二 、厂 “

我们用 劣
, 一 二 去除 二 的函数

,

因而也用它去除左边
。

于是

丛二竺 、里竺
劣 一 劣 刁刃

寸砂丁研 一 甲丽石砰
男 一 劣

为了把根式从分子中消掉
,

分子 和 分母都用 瓦丁干丽了十 甲丽不蔽去乘
,

得

① 这里的
“

底数 砂表示 是指数函数 夕二 砂 的底数
。



夕竺 妒 对 一 妒 十 ‘少
由
一 二 一劝 丫丽不云丁 可 妒 十 沪

对 一 男
“

一 二 , 一 劝 丫瑟万压万 五 平花
“ 。

但是

对 一 护
二 , 一 劝 十 武

一

丫矛丁砂
二 , 一 二 二 十 二

二 , 一 劝 甲蕊蔺平可 矛干护

因而

刁

刁劣 一
劣 十 劣

创蕊石花蓄
十 丫 毖不牙龙

如果 劣
,

变为 二 ,

或者

劣

二 , 一 二 二 。,

那末
劣

一 甲云干花互 一 而‘不及弃

因此

或 甲妒 护 二
劣

甲砂 平石万
“



〔关 于 符 号斋

已经指出过
,

例如

当
二附 二 八劝

, , 二 , ,

我们就得到

斋或号
一 哪‘ “ 一‘

口

还曾指出过
,

导函数 尹 劣 或 仍二
, 一 是由原先的

二 劣“

通过令 劣 二 ‘ 即 二 一 二 而得到的
。

但是这同一个令 一 劣 二 或者令 二
, 二 二 , 就把势二婴变成了粤

,

而我们
为 一 山

用盘
一

来代替它
,

为的是要指明什么是这个冬的来源
,

也就是说什么样的实际

差值之比 —在上述情况下就是
当我们得到结果

一

劣 一 劣

最终变成了号
。

万 二 饥护
一 ‘ 二 ’又叼

,

并且等式左边的这个结果粤是由于从右边的变量
, 出发的运 动所产生 的时

候
,

这样的代替就显得更加合理
。

粤可以 任何一个量 ,

因为

。 二

① 这是《导函数的概念 》这篇论文草稿中的最后一段
。



二丫
、乌 。 ‘、 丫 , , 、 品 二 二 , 。。 卜 。 十

田 〕 〕乙 兰 廿
一不一 月、 士年

一 一

,工厄水口 几 , ” 一 “ 沁 一
, 尸 岁石月 功百 昌沁

砚 试尹

劝
来表

明
,

符号冬是由确定的
二 中自变量 二 的什么样运动得出的

。

’ ’夕 尹 ”切 、 一 ’

一一
”砂 ” 一 “ 一

‘
”一

‘

。 、 ,口 。 、
、

、、 丫 , 、 入加枷 品
。 ,

。 一十 、 。 晶吐饰法 占“ 但是在这样一下子就全都把嚣的意义固定下来之后
,

它的特殊值自

然会随着了劝 本身的确定形式而变化
,

从而一旦我们站在微分演算的地盘
二二协 二

、

斗击 十 , 、 、二 郑 介
、 ,, 、

吊
、

、妈
, 、 、祁合品吐

二爪沽 击 。孟
上

,

休醚姚仪胜不祝扰刀
,

心
一

硬牙认
‘

“ 理曰巡廷溅万春拭 乙 口 ,付坏沮
,

粼上 ‘川

的 二小 一 工 ,

或者与它相应的导函数
。



〔论微分
。

论文及底稿 〕

〔论 微 分

设要加以微分的是 二 或 二
。 二 和 是自变量 , 的两个函数

而相对于依赖它们的函数 来说
,

它们又是自变量
。

因此 也依赖于 二
。

, 杯 , 之 , ,

, 一 ,‘ “ 一 ‘ “ ’ , 一 二 二 “ , 一 “ ,

涂一肠饥一刁山一肠尸一月︺之一
一一

刀 , 一 专
,、

刁叮 舫 , 一 舫

一
亘义布匕 二

—
十 祝

劣 一 劣 一 口劣
一 劣 一 劣

之 一 之

劣 一 劣

如果在右边
,

变为 二 , ,

因而 二
, 一 二 ,

那末 、
, 一 , , , 一 “ 二 ,

所以

璧瑞 中的因子
礼 也就变为 “

,

最后在左边 一 “
。

因此

面 由‘ 砍
八 二性 之 、 十 祝 一‘一 。

劣 尤 劣

用各项的公分母 , 乘这个等式
,

它就变为
, 或 ,‘之 之 ,‘ , 。

幻 先来研究等式
祝 。 ,

才

石
一 一 白 叫

石 「 从 百一一
劣 劣 男 “

在只有一个依赖于 劣 的因变量的那些等式中
,

最后结果总是

斋 “
劣 ”

而在尹 二 这个 二 的乙阶导函数中
,

总是不出现任何符号表示式
。

例如
,

当
二仍 为自变量 , 的原函数时

,

, 二
一‘

就是这样
。

为了把 二 变为 ’ 二
,

它必
, 、 。丫

, 、

、 , 。 丫 。 二 、
、

、二 、
、 , 、 、二。 。 , , , 、‘、 , ,

, 、
,、、 ,

须经历微分过程 正是由于这种微分过程
,

使得 尹 二 的化身价或 器 作为符习
、 护 , 外 一

‘

’
一
’

一
, ” 犷乃八 一

’

”
, 、 产 ”甲 ’“ 一 以劣

① 年
,

马克思把这篇论文寄给了恩格斯
。



。 、 、‘ 、、
、

二 。

、 、‘ , 、
, 尸 , 、‘ 、、需 二

,卜二
, , , 口 十孟 十

万守 例仕乙匕边
, 乒 仕头位 叭尔 长又 火祷 四阅 四姚 山 刁屯

。

力一刀 四
,不飞为几抓厂砚毛山

也就在尹 二 那里找到了自己的实在等价物
。

在等式 中则相反
,

哪 的一阶导函数 尹 二 本身就包含有符号微系数
,

因此两边都出现符号微系数而任何一边都不是实在值
。

但是
,

由于处理 。的

方法和以前处理只有一个自变量 的函数的方法相同
,

因此结果上的这种明

显差异
,

显然来源于起始函数即 。 本身的特殊性质
。

关于这方面详见
。

但是
,

还要先研究一下在等式 的推导中有没有问题
。

在等式的右边
,

由于 二
, 二 劣 ,

以及 二
, 一 二 ,

所以

卫止竺或票和二二三 或半
一 一 口劣

一

劣生一 劣
一

口劣

就变成了粤 粤
。

但是
,

我们不假思索地用奕
,

奥代替了李
肠山 肠山

窖
。

是否允

许这样做呢 问题在于两个要在这里分别作为变量 ‘ 和 的乘数 而在只有
一个因变量的情况下

,

所得出的唯一的符号微系数一冬或
量 以外是没有任何其他乘数的

。

汉‘
一 ‘

一
‘ “ ’

妥犷 —除
工罕

女。果我们把会
之

, ,

一
, 、 ,

。、
‘ , , , 、 , , 、 、

万二 ,阴 米的天罐往鹉式 戈入石迈
肠沁

那末右 边 便变 为
, ,

一 ,
, 、 , 、 , 、 、 ,

一 ,

之下 十 ’ 万
。

向右找们分另 用 千随看 之和 , 的要的分子去乘 和
, ,

那末就

会得到粤
十

誉 而由于变量

是这样
,

因而最后

和 ‘ 本身已变成了
,

所以它们的导函数也

粤 。而不是
倪 之

之 下
一

‘ 万 二 。

劣 劣

然而这个演算过程在数学上是错误的
。

例如
,

我们取

刁视

刁刃

人们不是首先得到分子 二
,

因为这样就要从设 ’ 一 , 出发 而只是因为

分母
,

即自变量 劣 的差值亦即 二 一 二 变为 二
,

分子或 、 一 二 才变为 的
。

所以面对着变量 二 和 所出现的不是 。
,

而是 俘
,

在这个形式中它的
丫 ‘

’

一
‘

” 曰 一一 ”
’

“ ’一一 ”
一

” ” ‘ 、
’

一
’ ‘ ’ “ 声

分子始终不能和它的分母分开
。 因此作为乘数的要

,

只有当



时
,

才能使它的系数变成
。

即使在普通代数中
,

如果一 个 乘积
·

粤采 取 了
·

冬的形式
,

就不假
一

’

一 曰 一
’ 、

” 产
‘一

’ ‘ ’一 , ’ 一 ’

一
’ ‘ 一 曰 , 产护‘ 、 ’ “

”一

思索地作出结论说它必须是
,

这也是错误的
,

虽然这里它总可以被令
,

因为我们可 以任意地从分子或分母出发来使它变成零
。

例如
·
劣 , 一

劣 一

。

如果 护 妒
,

因而 护 一 妒
,

那末便得到
·

这个粤可 以令
一 。

。

因为 冬可 以象它等于任何其他数一样
,

也可 以等于 。
。

反之
,

如果把 护 一 妒 分解因子
,

那末我们得到

劣 一

劣 一

· 二 二 十 ,

并由于护 矿
,

〔它又 〕
。

逐次微分表明
,

只有在完全确定的条件下
,

要才会变为 。
。

例如 二 的逐次微

分
,

在第三次求导中变量 二 完全消失而代之以一个常量之后
,

第四次求导才使

号变成
。

但是在我们的情况中
,

‘ 、

二 二
,

匕翔达些万丁

刁视

刁劣
’

,’ 一
、 , 、 , 。

、 ,

一 一
、

刁之

份的来源分别是 差值表示 式 升‘”叨 ‘ ’一 ’

“
‘ ,

一 价
‘ 古 ’

一 、 口劣

之 锐

, ,

在以前讨论过的等式如 二 ’ , 二 矿 等等中
,

处在 劣 的原函数对面

的是依赖于 二 的
“

因变量
”

二 二“ 的两边都为
“

因变量
”

所占据
。

如果说 直接依赖于 倪 和
,

那末
二 和 则又依赖于 二

。

原函数 二 的这种特殊性质
,

必然也要给它的
“

导函数
”

打上 自己的烙印
。

二 是 劣 的一个函数
,

而 “ 是 二 的另一个函数
,

这可表示为
二 劝

,
·

毋 二
因此

‘ , 一 二 一 二 ,

, 一 沪 二 , 一 尹 二
。

但是起始等式 〔 、幻 并没有为 二 和 尹 二 提供 二 的原函数
,

也就

是没有给出用 二 表达的确定值
。

因此
,

和 只不过是依赖于 二 的函数的名

称和符号 所以通过对 二 的求导过程首先所能得出的
,

也不过是这个依赖关

系的一般形式

, , 一 , 二 一 劝
劣 一 劣 一 劣

名 一 名

劣 一 劣

毋 一 尹 二

劣 一 劣

如果这个过程达到了令 劣 因而 。 一 二 这样一点
,

那末这些一般形式

就变为



面 幻 康 抓劝
哀牙 一 劣 一 ’ 蕊无 一 劣

祝 之
、 , , 、 , ,

‘卜 、 , , 、 ,

⋯
寸是

, 丁瓦丁 ,
万万就作刀付亏微系数在

”

导幽数
“

甲 出现
。

肠沁 肠沁

、卜二 、 。 、 八二 且 、二
。 比 , 、二品 。

、

、用 ‘ 、 扣
。 、

汽、 上夕飞 」刁一 , 沙匕丈 旦 汀妙力 竺兰
二

午 工、门性刘 万 , 曰 〕乙 日三汀与公
,

万万 目 卜匕 , 三
二

肠山 肠沁 伪沁

毫没有什么不同的内容
。

它也不过是

一

劣 一

二 一 劝
劣 一 男

的符号微分表示式
。

虽然当符号微系数斋
, 名

, ‘ ,

二
, 、 、 ‘ , , 卜 , ,

屯之石出现狂导由致不身之囚
,

也就是出现在微分

等式的右边时它们的性质决不会改变
,

但是它们的作用以及等式的特性却因

此而发生了变化
。

如果我们一般地用 二 表示原函数 二
,

尹 二 就表示它 的一阶
‘

“

导函

数
” ,

那末
杯 。 ,

“

下 一 心 子 一
月

之忆 一 子

劣 劣 劣

就显现为

斋 了
‘ ‘ ’

。

对于只有一个因变量的等式
,

我们得到与此相同的一般形式
。

在这两种

住
、。丫

、

午 爪
厂

徐本辫
, 、

凉替二
二 、枯袱平五

。 。 、枷
, 、 、 刀 、二、书 。

一

目 口乙 ’

丽牙达
‘ 一 ‘ ’

「刀似万洪并阴 池顺形八有
‘
龙位丁口 、沁 夕义刀 、诺 浏不开

斗 军口 击嗽 冲
, 」 占人 优 卜 。 , 、 六本 刀 、 二。十 , 、

, , 、

过程中产生出来的
。

所以
,

一旦 ‘ 变为 ’‘
,

那末
一

嚣豁就作为 ’
‘ 特

有的符号表示式
,

作为它的化身或符号等价物出现在它的对面
。

。
,

协、
、弄涌 ,

』

注
、。丫 血。 、、冲兰二 人‘ ,

目她位边阴钾
一

目 口‘ ’

哀畜有
‘

仍洪侧 叫一
’ 一

用 巴
“

祝

劣

之 ,
, 、 ,

丽石贝 刁
”

一样
亡介 自态 , , ‘ , 、币 并翻廿肠二丰 苦 祁二 , ,
。

口 ” 仁二 门 二 火由 月 , 夕 目 二多夭 巴少 只六 — 上主
, 为 土 乃二

肠涛

作为它们的符号表示式或者符号等价物
。

但它们本身没有与之相对的厂
,

好 , ,

而实际上却是 尹 二
, 甲‘ 的符号化身

。

它们生来是片面的
,

是没有

实体的阴影
,

是没有实在微系数的符号微系数
,

也就是没有相应等价
“

导函数
”

的符
一

号微系数
。

这样
,

符号微系数便成了独立出发点
,

而它的实在等价物却

还有待于去寻找
。

所以主动性就从右边代数的 一端移到了左边符号的一端
。

然

而这样一来
,

微分演算也就表现为一种特殊的计算方法
,

这种计算方法早已



、 , 、 , ‘ ,

一 一 ”
,

一
、 、 , 、 、 ‘ , ,

一一
, , , ‘ 二 、 二 视 名

,

独立地在它固有的地盘上运用了
。

因为这种演算的出发点共升和菩于是仅属微
一一

‘目 冲 目 曰 一 ” 。 , ’

叭 囚 叫头
‘

讯 劣
‘

,曰 劣‘ 卜佃
“久

分演算的
、

并表示其特性的数学量
。

这种方法上的转变
,

在这里是作为 二 的代

数微分的结果而得出的
。

代数方法就自动地转变为与它对立的微分方法 ①
。

那末与符号微系数会 斋相应的
“

导函数
”

是什么呢 起始等式 娜

没有为解决这个问题提供任何资料
。

代替 , 和
,

例如
’ 劣 ,

那末这个问题总是可以回答的
。

可是
,

如果我们用任意的 的原函数来

之 二 劣 劣

, 、 、 、 ,

一 一
‘

、

。二 杯

旦达件一米
,

付亏傲系致万万
肠山 斋

也就立刻变为运算符号
即变为对 二

和 护 护 求它们的
“

导函数
”

可以实行的过程的符号
。

符号微系数原先是作

为
“

导函数
”

的符号表示式
,

因而是已经实行了微分运算的符号表示式而产生

的
,

现在却起着还有待于去实行的微分运算的符号的作用
。

同时
,

等式
‘ , 。 ,

“

一干一 一 心
一 , 干一一 叮 伪 一万一一

劣 劣 劣

变成了一般的符号运算等式
。

因为两边都有符号
,

所以它一开始就纯粹是符

号化的
。

我还要提到一点
,

从十八世纪初直到今天
,

微分演算的一般课题通常是这

样表述的 要给符号微系数找出实在等价物
。

、 、 一 , 。 ,

工 , 下一 一 ‘
一不 —

气 伪 万一一 八
劣 劣 劣

① 在这篇论文的草稿中
,

整个一段是这样写的
肠 之 二 一

、 卜 、 、 、

⋯
、 、 、 , 、 , 、 、 ‘

“

云
,

嚣则相反
。

它们产生于导函数之内
,

并和导函数中的其余元素一道
,

找到了

夕华二 。 ,

。七品脸 口 出二中
,

需朴 。
, , 加 品脸 口故从编 。 ,

十 自七 、全 。
。几

嚣作为它们固有的符号表示式
,

从而找到了它们的符号等价物
。

它们本身存在着但没有

等价的
、

实际的微系数
,

也就是说
,

没有导 函数 ’劝
,

诃 劝
,

而实际上它们是 ’佃
,

诃 幻

的符号表示式
。

它们都是一些现成的微分符号
,

其实在值表现为还有待去找的实体的阴

影
。

所以问题就被悄悄地颠倒了过来
。

符号微系数变成了独立的出发 点
,

而 它 的等价

物
,

实际的微系数或相应的导函数倒是还有待去寻找的
。

这样一来
,

主动性便从右端移

到了左端
。

由于这个方法上的转变是从函数 哪 的代数运动中发生的
,

所以它本身是用

代数方法论证的
” 。

。 ·

、



这显然不是等式 的最简单表示式
,

因为它的各项都有共同的分母 窟二
。

去掉这个分母后就得到
二 或 , 之 “ “ “

在 中
,

它来源于 的任何痕迹都已消失
。

所以 既适用于 二 和

依赖于 二 的情况
,

同样也完全适用于 , 和 与 ‘ 没有任何关系而只是相互依

赖的情况
。

它一开始就是一个符号等式
,

并且一开始就能作为一个符号运算

等式来使用
。

在后一种情况下它表明
,

如果

夕 之祝
· ,

即等于任意多个变量的乘积
,

那末 二 一些乘积之和
,

在这些乘积中我们依

次把其中的一个因子作为变量
,

而把其余因子作为常量来处理
。

就我们进一步研究 的微分的目的而言
,

形式 却并不适合
。

因此
,

如

果令
祝 二 沙

, 么二 护 护
,

那末正象以前在只有一个因变量的等式中所 已证实了的那样
,

, 妒 二
, 之 护 十 男 二 。

把 二 ,

康 的这些值代入等式 中
,

则

粤
· ‘二 十二

,

劣

劣“ 男
劣

二 劝 二
男 所以

粤
二 。二 , 二 十 二 ‘ 二 十 、升

劣

因而

向 二 、约 二 二‘ ”二 , 十 “。 面
。

花括号中的表示式是 二 的一阶导函数 但是由于 二 二 劣 ,

它的导函数就
二 , 二 如果我们把 二 放在代数函数的位置上

,

那末就有

’二 二 。

我们已经从只有一个因变量的任意等式中得到了同样的结果
,

例如
劣协 ,

鲁
饥‘ 、一 ’ 尹 刃 ’

,

二 ’ 二
。

一般地我们就有 如果 夕 劝
,

那末无论这个 二 的函数是一个用 二 表达的

原函数
,

或者它还含有因变量
,

总是 二 以及 二 ’ 二 二 。 因而

’二 二是 , 的微分的普遍形式
。

即使所给的函数是 二 ,

约
,

也



就是两个互不依赖的变量的一个函数
,

这也是可以立刻予以证明的
。

但是对

于我们的目的来说
,

这是多余的
。

微分
二 ’劝 ,

比导出它的微系数

斋 “
‘ ’

一开始就显得更为可疑
。

去 二
, 、

。 ,
, 、二丫丫 八 。

‘

, , 、 、 ,

二一 二 。 、 击 、
在嚣 言中

,

分母和分子不可分地联系在一起
,

而在 , ’‘ ‘ 中它

们显然是分开的
,

以致只能得出这样一个结论 它无非是给
“

毫无办法
”

①的
‘ 二 ·

或

化了装的一个表示式
。

十九世纪头三分之一年代里的一位法国数学家布夏拉
,

和那位熟知的
“

文

雅的
”

法国人完全不同
,

他清楚地把微分方法和拉格朗 日的代数方法联系起

来
。

他说
二。 二 , 、 , 。 。

、仍 , 二。十
“ 。 。

二

尧上 , 、
。猫 二活

。 , 曰 二 、
如果以住羚 沪 为例

,

那末
“

若吕
一

又称份
,

或者不如说它的值 护 是函数另 小少 刃 一 月
’门 ’ 刀

‘
卜 劣 ,,

’ ’

动们
‘

”州 ‘ 叼 以 一 川肌
‘二‘ 。二 二 丫 。 。 掀 。

。 , 二、 , 口 ,
, 、 , 二 、 之二‘ ‘

, 一 。 ‘
“的微系数

。

由于嚣是代表极限 ”护 的符号
,

所以 ‘ 必须总是处在 汉“ 的

, 二 口 。‘ , 二 ,
,二。

, 。 ,

, 。 ,’ ,
、 ,

二愉
、

“
、 , 、
、 、翻

,

下面
,

但是为了便千进行代数运算
,

我们把
一

器当做普通的分式
,

并把弓务二 沪’
一

曰 ”二 了 , ’人
一

, ’、琳心开
’

构
‘, 劣 司 ’队 目 一

目 , 户 、 ’ ’ 目 劣 一
当做一个普通的等式来处理

,

于是从等式中消除分母后我们得到下面的结果
劣 ’ 劣 ,

这个表示式叫做 的微分
” 。

这样
,

为了
“

便于进行代数运算
” ,

人们引进了一个分明是错误的公式
,

并

称之为
“

微分
”。

实际情况并不这样坏
。

在粤中分子不能和分母分开
,

这是为什么呢 因为只有两者不分开才表
一

’

”
‘ ‘ ” ‘ ‘

” 一
’

一“
’ ‘

一
’

“
’

、

一
一

” ” ”
’ ‘ ’ 一

”
示一个比值

,

在这个情况下才表示减少到其绝对最小值的比值

①
“

毫无办法
”

一词
,

原文为
“ ” 。



卫二竺 立签 一 劝
从 一 劣 一 叽 一 劣

其中分子因分母变为 而变为 。
。

如果把两个 分开
,

那就失去了它们作为符

号的意义
,

失去了含义
。

但是
,

一旦 二
, 一 二 获得了以 二 表示的那种形式

,

而且始终把它看作

自变量 二 的消失了的差值
,

因而也把 看作 二 的函数
,

即因变量 的消失了

的差值
,

那末分母与分子分开就完全是可 以允许的运算了
。

现在不管 二 放

在那里
,

这样一种位置的改变不会影响 跟它的关系
。

所以
,

’ 二 二

是作为

斋 了
‘ ‘ ’

的另一种形式出现在我们面前
,

并且总是可以变为后者
。

微分 ’二 二 是从 通过直接的代数推导得来的 见
, 。

等

式 的代数推导早已表明
,

微分符号
,

在这里就是符号微系数
,

原来只是作

为用代数方法完成了的微分过程的符号表示式而得出的
,

现在必须重新转变

为独立的出发点
,

转变为只是尚待实行的运算的符号
,

或者说转变为运算符

号
。

因此用代数方法得来的符号等式
,

也就转变为符号运算等式
。

因此
,

我们有双重理由把 ’劝 , 作为符号运算等式看待
。

对此
,

现

在我们事前就知道
,

如果
二 ,

叮 二
,

并对 了二 完成了由 二 所指出的微分运算
,

那末其结果就是 ’二 劣 。

最后由此得出

会 了
‘ ‘ ’

。

但也只有从微分充当演算出发点的那一时刻起
,

代数的微分方法的转变

才告完成
,

因此微分演算本身就显现为一种对变量的完全独特的
、

专门的计算

方法
。

为了把这一点说清楚
,

我把我所应用的代数方法作一个一般性的总结
。

这

里 以 二 代替用 劣 表达的确定的代数表示式
,

并用 厂
‘ 二 标记

“

预先导函数
”

见第一篇稿子 ①
,

以便同最终
“

导函数
”

尹 二 相区别
。

这样
,

如果
二 , , ,

〔那末 〕

① 即《导函数的概念 》这篇论文
。

· ·



二 一 , 一 或 刁
,

二 二 , 一 二 , 一 或 刁

预先导函数 二 完全象它的因子
, 一 二 那样

,

必须包含用 二
、
和 表达

的表示式

劝
刁趾主二竺甜 白型

劣 一 男 刁劣

唯一的例外是 二 是一次的原函数
。

现在如果在 广 二 中令
, 劣 ,

因而 劣 一 劣

那末得到

‘ 劣少 下或 劣

并且最后

’ 二 , 二 或 ’ 劣 二 。

所以 的微分是代数演化的终点 它又将是在自己的地盘上活动的微分

演算的出发点
。

孤立地考察
,

也就是说不和它的等价物联系起来
,

这个

的微分元在这里立刻起着同 刁 在代数方法中相同的作用 二 这个 二 的微分

元则起着象那里的 刁二 一样的作用
。

如果我们从

会
’ ‘ ’

中解除分母
,

那末
刁 , 二 刁二

与此相反
,

如果我们把用代数推导得来的微分演算
,

作为已完成的
、

独特

的计算方法并由此出发
,

那末我们就直接从 的微分表示式
,

即从

, ‘ 二 二 开始
。

由于在只有一个因变量的最初等函数的代数处理中
,

就已经出现了微

分的符号等式
,

所以方法上的转换比在例子

舰之

中所发生的似乎可 以大为简化
。

最初等的函数是一次函数
。

它们是
, 二 它给出微系数斋

,

因而微分 、
。

, 二 士 。。它给出微系数鲁
,

因而又是微分 , 。



一劣一二 它给出微系数
,

因而微分 二 二 。

如果我们取最简单的情况
,

那末

劣 ,

劣

一 或 刁 二 , 一 二 或 刁叽
一劣刁一刁一

趾二卫 或
劣 一 劣

二二 山 。 爪
, 书。 二 去 刁 、 八 决

土 幽 , 也正 曰 一 “ 沁 又日术位 刁牙 甲丫 沁 一 祷 从
二 一 二 ,

那末
“ , 号或斋

一 ‘ 因此 ““ “‘
。

口 。 ’
, ‘。 。 ,

, , 、 。。 ‘曰 。 , 」
, 二 。十。 ’

,

二拈她 。
、。 、、

、

书碗
一旦我们得到了

,

即得到了云
,

那末我们一开始就只得在左边继

续运算下去
,

因为右边是常量
。

这样一来
,

将主动性从右边移向左边的这种

方法上的转换
,

似乎从一开始起就一下子全都证明了
。

事实上这是代数方法

本身的头一个结论
。

让我们仔细地研究一下这个问题
。

实际结果曾经是
‘

会
。

“ 号或斋
。

由于 和 两者都导致同样的结果
,

所以我们可以任择其一
。

无论如

何
,

看来令 二
, 一 二 是多余的因而是任意的运算

。

再者
,

如果我们对 从

左边出发继续进行运算
,

那末由于右边已经
“

毫无办法
” ,

所以就有

决
一二一 旦鱿 一二于一 下丁 一 。

一‘ 、 乙 “

最后的结论势必为粤
,

所以这样获得粤的方法是错误的
。

因为第一次
曰 ”切 一曰

‘目 切 ’‘ ’ ’

一 ” 办
、
” ”甲 , ’

一
‘曰 “ 、 ” , , 矽 , ’ 、

政变 ①
,

它并没有得出什么新东西
,

而第二次则导致了虚无
。

最后
,

我们从代数学知道
,

如果两个等式的右边相等
,

那末其左边也必须

相等
。

由此得出

刁
劣 一 乙劣

“

但由于 劣 以及依赖于它的 两者都是变量
,

所以 刁二 虽然是一个有限差值
,

却

可 以无限地缩小
,

换句话说
,

要它怎样小就可以怎样小地接近于
,

也就是说

①
“

政变
”

原文为法文
“ ” 。

·



变为无限小 因而依赖于它的“ 也是如此
·

此外
,

由于会 会
,

所以斋实
际上并不是毫无约束的号相反

,

只要会起着与普通差值演算不同的无限小
差值之比的作用

,

会就是会的节
日盛装

。

但微分 二 本身并无任何意义
,

或者更确切些说
,

它的意义至多只有
击 。 。

,

、
, 、

、
。二补

、

、二 人 、
, 、

二二 、、
二、 。。 ,

分 二。 二 ,
, ,

、。
、
、二

象我们在分析嚣 时对这两个微分元所发现的那么一些
。

如果我们在刚才所

赋予的那个解释下采用它
,

那末我们就 已经能够用微分进行许多巧妙的运算
。

正如 二 在决定抛物线的次切线 ①时的作用所表明的那样
。

为此不需要真正

地了解 二 ,

即 的本性
。

在我转到第 部分
,

即对微分演算的历史发展过程极其扼要地勾划

一个轮廓以前
,

我还要为迄今所应用的代数方法再举一个例子
。

为了确切地

说明这个方法
,

我把确定的函数放在左边
,

这一边总是主动的一边
,

因为我们

是从左写到右的
,

因而一般的等式也就是
劣 十 , 一 十 十 少劣 十 二 ,

而不是
男 , 十 尸劣 , 一 十 劣 。

如果函数 和 自变量 ‘ 分开在两个等式中
,

在第一个等式中 表示为变

量 、 的函数
,

在第二个等式中“ 表示为 劣 的函数
,

现在要求出两者共同的符号

微系数
。

假定
, , ,

二“ 十 , “

我们先处理等式

于是
‘全

,

劣全 劣全 , 。

‘圣一 , 一 ,

,‘呈一 、 夕, 一 夕 ,

① 亦称切线影
。

如下图所示
,

抛物线 在点尸 的次切线是指有向线段 望
。



, , 一 、 ,‘ , “ 夕, 一 , ,

。 , 。 竺二夕
一

、鱼‘ 一 乙 刁肠
“

如果在左边令 ‘
, ,‘ 因而 ,‘ 一 ‘ ,

那末

,

一林梦︷祝一一
一
一

、 ,‘

。

名
名

如果我们现在将 ‘

、 二 ,

现在我们转到等式

的值 护 护 代入
,

那末

杯

,

于是

望 呈一 劣
” 刃 ,

对 一 二“ 十 对 一 护

二 , 一 劝 对 从二 十 护 十 二 , 一 劝 二 ,

劝

对 从二 护 二 ,

劝

如果我们在左边令 二
, 二 ,

于是 ‘
, 一 劣 饥

视 一 肠

‘ 一 ‘

乙 一 名

竺二些或职
。

劣 一 劣
一

口劣

因而
祝

刃 若 劣劣 十 十 ‘劣 十 劣 一 , ,

刃 ’

。 、 二 二

卒
。

劣

如果现在将 和 两等式相乘
,

则

。 , 、 。二 一

斋
·

会 劣

这样
,

就用代数方法找到了运算公式

劣 ‘

有时它也适用于带有两个自变量的等式
。

己锐

劣

一个在确定的函数中得到证实了的推导
,

可 以转化为极其一般的形式
,

这

并不是什么不可思议的事
。

上面的例子就说明了这一点
。

假定

‘ ,

’ 甲 二 ,

·

那末

, 二 ,

‘ , 尹 二 ,

一

囚 阳
锐 一 乙

“ 一 ,乙 ,

甲 二 , 一 甲 二
。



从 中的差值得到

厂 “ 一 ,‘

乙 一 肠 铆 一 乞乙 祝 一

汉厂、
‘

但由于 , ‘ ‘ 、 ,

所以

’ 、 、

了露 一 肆蕊 一 乡

由此得出

中 二 一 尹 ,

劣 一 劣

而 办 劝
旅云 一了万一

’

舰一劣

︸卑工一二曰丁注一
。

引下视一
倪打任差’的一一

刀口一林日月
、

幻从

但由于 尹恤 训 二 二 ,

所以
‘ 卯‘ , 二

一 劣

因此

斋
, , 。

如果我们用等式 乘
,

则
、

廿
万二丁澳又
肠祷

, , , 。
,

、 , 、 二 比

豆石一 、伪 , ’尹 、‘ 、干
。

同这第二部分的结尾
,

要在博物馆里查阅了约翰
·

兰登 〔的著作〕之后

才能续完
。



〔一 稿〕

当我们转到对 、 ,

习 〔 ‘习 进行微分时
,

其中变量 , 和 之 都是 二 的函

数
,

与以前只有一个因变量即 的情况不同
,

我们在两边都将得到微分表示

式
,

即

第一步得到

劣

矛 之

之 几 尸 祝 马一
劣 劣

第二步化为
之 ,‘ ,‘ 。

这后一个式子具有与一个因变量例如 二叭 一 ’ 二 的情况不一样的形式
,

二 、二
。 。 一

, 、、入邓 ’
,

人、
。“ , 妈

, 、

肪 。
‘、 , , , 、 , 、

二、 二

因为那里嚣立刻给我们一个摆脱了微分符号的 ’
‘ 一 , 俨

一‘ ,

而在 “ ,

放‘ 康 中就绝不是这样
。

我们从只有一个因变量的等式中已经一下子就全

都看到
,

如何通过实际的设置差值和随后的把它扬弃获得 二 的导函数
,

在上述

住
、曰 由部 曰 , 从 巨漱豁

、

认 去。愉曰解认贷 巴献豁伯 山 脸 口 竺从编
情况中就是 二“ 的导函数

,

以及如何同时给这导函数得出符号等价物音 矍
。

‘门 夕“ , 毋“‘
’一 曰 ’

粘
’ 乃曰 ‘

’

功 ’ , ” 朴‘ , ’”
囚

, ,

万
’产 , 一刁 劣 。

刀以一刃
︸

至于令 这里非但是容许的
,

而且也是必要的
。

, 、 , 、 , 、 , 、 ,

始婚式 仕侧一个量
,

运田士万 二 入 息是非得出

于一个完全明确的特定值
,

尸
‘一 工 ,

并且本身就是从

因为物其固有的原
不可

。

但在这里
,

合等
二 ” 导出这个值的运算

的符号结果 作为这样的结果
,

它用粤来表示
。

所以在这里
一

奥 黝就其来
肠山 肠沁

源而言表明它是 已经导出的 ’二 的符号值或微分表示式
,

而不是反过来利用

符号斋找到 ’
二 ,

。

但是当我们一旦得到了这个结果
,

因而我们已经在微分演算的地盘上活

动的时候
,

我们同时能够反过来做
,

例如要对
二 ,

,

厂二

进行微分的话
,

我们一开始就知道

饥尤
”‘一 , 男

或者

纂爹
·饥‘

”‘一 ’。



因此
,

在这里我们从符号出发 它不再作为对 二 的函数求导的结果
,

而 已
拼
一

本林 二 二小 山翻
、

弄十二、化叨 本 、
、。 。 , 。、 、

。。 , , ‘ 、 、 、补
作为符号表示式出现

,

这表示式指明
,

为要得到
一

嚣的实在值即 ’
‘ , 应该对

, 、 、

二 、二 。
, 、

二被 、砍 跳抹 。击 。介
, 、曰 。 ,

平
,。、

, , 八 ‘ 、 , 口 、
进行哪些运算

。

在第一种情况中
,

我们得到份或苦务作为 ’二 的符号等
一

‘ , ” 一一
,

“ 一
’一
” ” , , “ ’ ‘ 、 ” ” , ‘ , “ 劣 ” “ 、 ” , ’ 甘

’
,

、 。 、 , 。二 二
。‘ 、小

。 ,

据
、

、、、 、 , 。
』

比。二 。
, , , 、曰 。

价物
,

而且为了揭示嚣的来源
,

首先必须这样做 在第二种情况中
,

我们得到

袱二 作为符号粤的实在值
。

但是当符号奥
,

嘿等等变为微分学 的 运算“ 、一 ’ 江
一

, ,
一

劣 目 沙不
‘

协以
“ ‘二龙司

, , 劣 ’ 劣 万万人
二 纵 下

“
心 汁

公式时
,

它们作为这样一些公式也可以出现在等式的右边
,

正象在最简单的

情况 厂 劝 二 中早 已如此
。

如果这种等式在它的最后形式中不象在这情
。由 、去 从郑 ’

、 刀 、脸脸 习
。
十 , 衬 士

。口。 。
、

午样品 、从小 。 。
, 、 ,

况中立刻给我们公
二 ’‘ 等等

,

那末正好表明它是这样的一个等式
,

只是以

符号的形式表示当它应用到确定的函数上时要进行哪些运算
。

、约就是这种情况
,

并且是最简单的情况
,

其中 、和 两者都是变量
,

而

且两者都又是同一个第三变量例如 ‘ 的函数
。

假定要对 二 或 “ 进行微分
,

其中 ’ 和 是两个都依赖于 ‘ 的变

量
。

那末
之 ,

并且

夕 一
’

之乙 之 一 石

因此

一

劣 一 劣

乙 之

劣 一 劣 劣 一 劣

或
刁

刁 一

乙 之 一 乙之

一 劣

然而
‘ 一 , ‘ , 一 ‘ 十 ‘ , 一 ,

因为它等于
之 不 一 之 乙 乙之 一 之 之 ‘ 一 肠之。

所以

石 之 一 之

劣 一 劣

祝 一 乙

劣 一 劣

之 一 之

劣 一 劣

如果右边变为 二 一 二
,

或 二
, 二 ,

那末 “
, 一 ’ ,

因而 “
, ,

以及



“ , 一 ‘ ,

因而 名 ‘ 所以我们得到
、 林 。 ,

之

一 心 弓一 「 毛 一二一一
男 劣 劣

从而得到
二 或 , “ “ ,‘ “

关于 袱 的这种微分
,

现在必须指出 —与我们以前只有一个因变量的情
况不同 —这里我们立刻发现在等式的两边都有微分符号

,

即

在第一步中
材 肠 之

万牛 之 万 , 十 倪 , 丁 鑫

劣 劣 肠劣

在第二步中
, 或 夕二 “ 二 ,‘ “ ,

这个式子具有与一个自变量例如 ’ 二 的情况不一样的形式
,

因为那
川 刀 平恤 协 入 、分 从郑 寿

、 刀 、 、斗 入 二 ‘ 、二豁 二
, ‘ 、 , , 、 二、

里用 “‘ 去除
,

就会立刻给我们 嚣
一 ’‘ 这个由‘ 的函数导出的 厂 ‘ 的

、

摆脱了符号微系数的特定值
,

而在 ‘十 、击 这里就绝不是这样
。

在只有一个因变量的函数情况下 已经指出
,

如何利用实际的设置差值和

随后的把它扬弃
,

从 二 的一个函数例如 二 ,

导出 , 的第二个函数厂 二
,

或者在当前情况下导出 , , 一 ,

以及如何从这个过程中会同时对此导函数在
脸 、、

、

二 曰 ,

脸 口 、 ‘ 梦
等式左边得出符号等价物资

一

弓终
。

, 产 、 心
’” 山 , , ’ ’声 , “习 劣 “

再者
,

令 的做法
,

在这里非但是容许的
,

而月在数学上也是必要

的
,

因为各按其固有的原始形式来说可以取任何一个值
,

这由于号
· 总是

非得出 。 。不可
。

但在这里
,

号显现为一个完全确定的实在值 例女
口上面的

饥二
“‘一‘

的符号等价物
,

而且它本身只是从 二
, 导出这个值的那些运算的结果

作为这样的结果
,

它以需的形式固定了下来
。

、 , 、 , 、匕 口。 、。
。二 。。、

、、 , 曰 , 队二 。 。。 , , 、 、

尸 ’以忧怂 ”日明花而歹 一 万 日”不你 口”胆刀
’

优
‘ ,、正 ,日圳 ’可万哀云伏 士 山 夕,

恰恰相反
,

微分表示式会倒是
已经导出的 二 的函数的符号等价物

。

但是一旦获得了这个结果
,

我们就可以反过来进行
。

如果 要 微 分某 个

、二
,

例如 二
邢 ,

那末我们先找 、的值
,

并找到 · 二 , 一、
,

因而会
二 饥二二一

。

符号表示式在这里就当作出发点了
。

这样
,

我们就已经在微分演算的地盘上



二二 山 。 。 ‘ 、、 。 、
、 ,

、
、

、、 二、
, 、

小
。。 、、

‘ 、二 、
、

。刁一 。 ,

活动
,

也就是说
,

嚣等等已经当作这样的公式
,

指明要对 ‘ 的函数进行哪些已

、。从、八 。、 、、 、住们 山 、。 、、 八 二、 , 口 、
,人 ‘

、。 。 ,

知的微分运算
。

在第一种情况中毛务 食 是作为 尹 幻 的符号等价 物得 到, ’ ”子 护外刀 一
, 下 。 协 , ,

“
,

”口 ’ 刃 ’「月
“ 、一 “ , ”

一

耳 以
, 一习 ” 月

从 竹 一认 比
、。二 刀 、伪 , 。 、协

‘、 需 。 曰 华 、析 口 、、 二、 、
的

,

在第二种情况中 ’ 二 倒是要找的
,

而且是作为符号若竺
,

若二务等等的实在“ 切 ’ 阵川一
‘

,

”曰 夕“
’ 、一 产 ’‘ 认 况 目 ”

,“

‘
’ 子 , ,

一

男 ’ 劣 ,

寸吓 “ 书人
‘

比

值得到的
。

但是如果这些符号已经用作微分学的运算公式
,

那末作为这种公式
,

它们

也就可以出现在等式的右边
,

犹如最简单的情况 ’劝 、 就 已是这样
。

击 。 田
、

今跳抬平介卢 且 已袱小由丫此击 中住
、。二禅 、 甫

, , ,

本
, , 、

如果这种等式在它的最后形式中不能象上述情况那样立刻可化为器 ’
‘

等等
,

也就是说可化为一个实在值
,

那末正好表明是这样的一个等式
,

它只是

用符号表示当确定的函数代替它们不确定的记号时应对之进行哪些运算
。

出现这种现象的最简单情况是 武、习
,

其中 , 和 两者都是变量
,

但它们

都又是同一个第三变量例如 二 的函数
。

·

如果这里我们在微分过程中立刻得到 参见笔记本 这方面的开始部分
,

它在这笔记本的第 页上又重复了一遍 ①

份 乙 之

二产 之 万尸一 十 祝 万二二 ,

劣 劣 劣
’

那末不应忘记
,

这里 , 和 。两者都是依赖于 的变量
,

而由于 依赖于 之 和
、 ,

所以 梦就只依赖于 二
。

在一个因变量的情况下
,

这因变量是出现在符号化

一边的
,

现在我们在右边有两个变量 , 和
,

它们相对于 是独立的
,

但两者

都依赖于 二
,

而作为依赖于 二 的变量
,

它们的这一特性就体现在相应的符号微
,

乙 之
、 , 、 , 。 , ’

⋯
、

系数嚣和嚣之中
。

如果因变量出现在右边
,

那末符号微系数也就必然出现

在右边
。

从等式
祝 , 。 ,

康
几 一 一 心 一弓 门 ‘毛 一于 一

劣 劣 比男

得出
,‘“ 或 ,‘ 不 之。

这等式只是指明
,

当 、和 作为 、 的确定函数而给定的时候所应进行的运算
。

最简单的情况也许是例如
林 刃 , 劣 。

① 见本文第 页
。



这时

“ 或 ” 二 十 “ ‘

如果两边都用 二 去除
,

那末

擎
。 二 二 苏

劣

以及

蛊
“ “ · “吞

。

但如果我们一开始就取乘积

或 “ 沙 护
,

那末

或 · ,
,

会 、
,

鲁
二

, , 、 , , , ,

杯
、 , 、 , , , , 、 , 、

、

一
卜 , 、 , 、 、 ,

一
‘

一旦我们得到例如 矍⋯这样的公式
,

那末很清楚
,

我们可称之为一般运
一构

’‘ ’, 决 ” “ 入 一 劣
‘

丁 “ 砂 价 决 、 ’ 刀卜 、 ,卜 目‘
’

构
’‘

’

,
‘

,’‘
少状‘

算等式的那个等式
,

就是有待实行的微分运算的符号表示式
。

例如我们取表
, ,

⋯
, 、 , , ‘ 、 、 , ,

一
, , 、

二
、

二 二
、

示式 号于
,

其中 为纵坐标
, ‘ 为横坐标

,

那末它就是任意一条曲线的次切线
一 ‘ 一

”
一 ‘ 一

”

一
’ 一 ’ ‘

一
’ 一

”
’

一 一
’

一 一
的一般符号表示式 完全象 。 葱二 十 ,康 是对两个变量的任意一个乘积

的微分这样一种表示式
,

其中两个变量都依赖于同一个第三因变量 ①
。

尽管

我们对于 二 抱有它是横坐标的微分
,

对于 抱有它是纵坐标的微分这样感

性的想象
,

然而只要我们放着这个表示式原封不动
,

那末它是不会再得出什么

东西来的
。

为了获得任何一个积极的结果
,

我们必须先取一条确定曲线的方程
,

它给

我们 用 ‘ 表达的确定值
,

因而也给我们 二 的确定值
,

例如取犷 二 这样一
入廿

、

吊惭编徒士
, 口 需 二

、二 斗瞥八 、曰 。
。 。凉

。 才 。 国 才 。 二。 ,
个普通抛物线方程

,

而后通过微分得到 “ ‘ 因此 ‘
一

上管气 如果
、 , , 、 ‘ , 、 , 二 二

‘ , , 、 , ,

一
‘

二
、

劣 二
, , 、 ,

把 二 的这个确定值代进次切线的一般 公式 号井中去
,

那末我们得到目 一
’一 ”砂 ’

狈‘ 哪
’“ 粉 、 夕子械

“ ’

状 “ 产 、 口
’
“

’刀 , ’ , 、

钧
‘, ’呀 决 ,

夕
·

刃 ,

并且由于 犷 二 而
劣

① 这是笔误
。

应是
“

变量
”

而不是因变量
。

· ·



这就是普通抛物线的次切线的值 也就是说
,

它是 横坐标
。

但是如果我
。 , 、

。 , , ,、 , , ’ , , 一
‘ , ,

一
, 、 劣

, 二 、 、 ‘

⋯
侣伏切找明做 丫

, 刀卜木一版的寺式 万石丁 了 只提供 劣 二 丫 夕
。

肪以从微分
功沙

演算的观点来看
,

问题大多是这样提的 拉格朗日除、 找斋的实在值
。

国砒 ’
, 布 小户 仆 ’

,

科 脸脸 二 ,’,

二二枯 , 小 、 , 。‘ 、、
、

二 、
阴 人牌 叭 , 一刀乙 」匕 上 丁戈

’

“ 胡 功呱
一
二于书 川 匕

’

“ 浏 历飞男口 〕 工、下丁圳 乍纷 , 、刚 呀 氏刃迅明硬闷 ‘

就显现为

杯 之
‘

“
一下干 甲 亡毛 一 一 一

劣 劣 劣

二 ,
,

之 二一 十 汉 一一 ’ 一’ ’

这是一个正确的
、

然而得不出什么东西来的等式
,

尤其是因为这三个粤出自不‘

一 一
’

一
”“ ” , ’ ‘ ” ”

’

“
一

” 一 ” 一
’ ‘ ’

一
’一 ”‘ , 一 、 ’ ‘ 一‘ 、 ’ ’

一一
’ ’

同的微系数
,

而它们各别的推导已不再能看出 但要考虑到

即使在一个自变量的最初表述中
,

我们先得到

十 刀 一 、

万从
一

蕊牙 一 钟 ” 因而
‘ 二 二 。

但由于
, , 。 , 、 , 二 二 。 ‘。 卜 , 八 一 八

而
一万

, 肠 , 一 盼从 肠山 一
’尽 林 一 。

当我们对会再用它的不定表示式号来代替的时候
,

我们在这里就犯了

个真正的错误
,

因为号在这里只是作为实在值
二 ,的符号等价物得出的

,

而

作为这样的符号等价物它用表示式鲁固定了下来
,

因而也用 、 ’劣 。固

定了下来
。

因为变量 工
,

变为 二 ,

或 二
, 一 二 二 ,

所以
舫 一 舫

一 劣

变为会或争因此

我们对于
铆 一 锐

劣 一

立刻得到的不是 。而是冬然而在一般情况下我们知道
,

冬可

以取任意一个值
,

而在确定的情况下
,

即当 , 为 ‘ 的一个确定的函数代替时
,

它就取一个特定的值 所以我们不但有理由把号记为会
,

而且也必 须 这样

、 ,

祝
‘ ,

之
、 、

一 一 , 一
,

一一
, , , 、

一
,二

做
,

囚为豆牙以及哀牙在这里郁只起有有侍头仃四似分还异阴付亏刚件用
。

要我们停留在



鲁 鲁
十 ,

斋
,

也就是停留在
红

,

,‘ 之 二

这个结果上
,

那禾瓦石
,

丽
, “肠

意一个值的号那样
。

二 之 林 哪 之

,

血 也依然是一些不确定的值
,

正象能取任

在普通代数学中
, 正因为要可以是任意一个量的符号 粤

也可以作为

具有实在值的表示式的一种形式出现
。

例如给定
一 肠 ,

劣 一 , 若我们令
二 ,

则

劣 一 ,

且 沪 护
,

从而 扩 一 妒
。

男 , 一 ,

劣 一

于是我们得到

万

这结果到目前为止是正确的 但是它决不证明
, 由于号可以取任意 一 个值

,

以致
澎 一

劣 一
就没有一个实在值

。

如果我们把
护 一 妒 分解成它的因子

,

那末它就 二 十 二 一 所以

男 , 一 伤

劣 一

二 二 十

黑
·‘ 十 。

于是当 劣 一 时
,

就得 劣 匕
,

因而 劣 二

如果在一个普通的代数等式中我们有 二 一 这样一项
,

那末当 二
,

因而 劣 一 二 时
,

必 然有 二 一 ·

在 同样假定下
,

也就有

扩 一 妒 “
。

纵使把 护 一 扩 分解成它的因子 ‘ 十 二 一 ,

于此也改变

不了什么
,

因为
劣 十 二 一 二 二 十 ·

但是决不能因此得出结论说
,

当令

它的值就必然 二
。

劣 “ 而演化出 ,
·

韵这样一项 时
,

, ,

田寸从万
总是得出

· 二 ,

因为要可以取任意一个值
,

它就不一定取

所以号可以取任意一个值 但是正

这个值
,

而如果我们知道它的来

历
,

那末只要它后面隐藏着一个实在值
,

这个实在值也是可以找出来的
。

所以例如
·

劣 一 ,

劣 一

,

当 劣
, 劣 一 时

,

从而也就护 护
,

护 一 妒 叭



因此
劣 , 一

厂 一

—
厂 二 ,

劣 一 “

虽然我们数学上完全正确地得到了这个结果
,

一
、 , 、 、 , 、 , 一

, ,

一 二

而假定
·

言
,

那末数学上就会是全然错误的

定不能取 以外的任何其他值
,

因而

但是如果不作进一步说明

因为这一假定包含着号

厂一又 , 二 尸
。

’

倒不如来探讨一下
,

通过 扩 一 妒 分解成它的因子 二 二 一 ,

是否得不出

别的结果 这样分解事实上把表示式变为

‘二 十 兰二旦 二 ‘劣 十
,

劣 一

且当 劣 时
,

变为
·

或 所以
,

在我们原先已证明了微分符号矍肠沁
之 一

, , 、 , 、 ,

一
, 、 ,

一
卜 , , , 、 , ‘

, 二
、 , , ,

“ 二
,

嚣等等是作为必须经过一定微分过程而得来的变量的导函数的符号 等价物
、 已 口 郑 ,, ,

国六且
、

朴仁址替 。
。
十 。‘

, 、从 口 而 , , 翻 品 比国
之后

,

一旦我们用变量进行计算
,

那末用微分符号号务厂券等等把普的来历固广只 ’ 一构
’‘ 了 ’

里
, 护 ’

井
’刀 ,‘ ,、 , ’

哄
, ” ’ 劣 下 , 目

“ 砂

小 , 目

定下来
,

就更显得不仅是合理的
,

而且也是必须这样做的
。

如果它们原先是这

种微分过程的结果
,

那末正因为如此
,

它们就能够反过来成为对变量有待实行

的过程的符号
,

也就是成为运算符号
,

这些运算符号不再表示结果而表示出发

点
,

这就是它们在微分演算中的主要作用
。

作为这种运算符号
,

它们本身能够

变成不同变量之间等式的内容 在隐函数情况下
,

等式的右边一开始就是
,

而因变量和自变量连同它们的系数出现在左边
。

在我们获得的等式

二
—万咬丁一 思义

‘ 万二丁 一
肠汤 肠涛

之 社 ” 之

一
十 一一二 一

劣 劣

中
,

情况就是这样
。

除了前面说过的以外
,

依赖于 ‘ 的函数 和 本身没有

变
,

仍作为 之 和 ’ 出现在这里 不过它们中的每一个都配备着另一个的符号

微系数作为因子
。

这等式因此只具有一般等式的价值
,

它通过符号表明
,

一旦 、 和 名 各别

地作为因变量而用两个 二 的确定函数给定的时候
,

应该实行哪些运算
。

只有当

才能变为 。
,

二 和 , 二 的确定函数时
,

斋 影和斋 韵
从而翻 影

, 、 、 , , , ,
,

, 、一
、 , ‘ , , 、 , ‘ 。

、 ,

一

囚此下 这个但小能视无 戌正
, 阳必现从悯正的幽数寺式本牙



得出来
。

例如设 , 护 护
,

那末

您
二 一

擎 , 十 ,

、 劣

肠
, 万 二 一 亏 石一 。

叹劣 。

令
‘

令
·十 “ ,

号 会
。,

因此号在这情况下
。

总之
,

重要的在于
,

我们在这里利用微分本身获得了以符号形式表示的微

系数作为结果
,

作为微分等式即等式

旦需王或斋
·

会
十 肠

斋
二 厂 、

,。。 。 ,, , , 。 。 ,

、 , 。二 。 ‘ 、
。 , , 、 。 。“ 一 ”、

甲 而 曰
‘

沮
“ ‘

旦扰位认
,

,二刀退
’ 伪 一 山 口”拥戍田从

’
言另“ 、山 产

“

幽她不万牙位

其微分符号佘的情况下等于 ’
二 ,

即 二 的一阶导函数
。

与此相似
,

例

如 一 , 二 ,

因而同样得斋
, , 二 ,

象上面一样它是 , 劣 的一阶导函数
。

但是原始等式本身现在既没有对 。 也没有对 为我们提供任何 二 的确定 函

数
,

比如说
、 二 ‘ ,

甲万
。

它只是为我们提供了 , 和 之 作为 个任意的 二 的函数的一般表示式
,

而

这两个函数的乘积是要加以微分的
。

这等式表明
,

当对以 瞬 表示的任何两个 。的函数的乘积进行微分时
,

我
, 、 ‘ , ‘ ‘ , 、 ,, ,

‘
, , , 、 ‘ , ,

二
、 。 , 、 , ‘

。

们先给符号微系数嚣找出相应的实在值
,

也就是譬如 ‘ 的一阶导函数
,

并

‘ 二 一
, ‘ , , 、 , ‘ 、 ,

二
, ‘

之 , , 、 ,

一
, 。 , 、 ,

将此值乘以 沪 “ 然后同样找出嚣的实在值
,

并乘以 ‘ 为 最后把

这两个如此得到的乘积相加
。

微分学的这些运算
,

这里认为是已经知道的
。

二 、

、一 、 。 , 二 。 、 一
,

一
、。 一

‘ 卜 , 、 , ,

汉钵 之

因此
,

这等式只是所要实行的运算的一个符号指示
,

符号微系数弓尝
,

名冬目
’

一 ’

产 、 、 , ,

一八
’ “ 子 茸 目 ”

, “口 产 ”
一

, , ’帆刀、从 劣 ’ 劣

在这里同时就变为在每一具体情况下所要实行的微分运算的符号
,

虽然它们

原先是作为已经实行了的微分运算的符号公式而推导出来的
。

一旦它们担任了这个角色
,

它们本身就能变成微分等式的内容
,

例如在泰

勒定理
份 ,

夕 夕
一万兰几
肠山



中那样
。

但此时这些等式也不过是一般的符号运算等式而 已
。

所以对 、 微分

这种情况有趣的是
,

它不同于在自变量 只有一个因变量 的情况下演化的

一种最简单情况
,

在这里通过应用原来的方法
,

微分符号也出现在等式的右

边 它的展开表示式一边
,

因此这些微分符号同时作为运算符号出现
,

并且

它们自己就变成等式本身的内容
。

它们指明所要实行的运算
,

因而充当出发点的这种作用
,

是它们已经在自

己的地盘上活动的微分演算中特有的作用
。

但是可 以肯定
,

没有一个数学家

曾经注意到这种突变
,

作用的这种转换
,

更不用说觉得有必要用一个完全初等

的微分等式去证明它了
。

作为一个事实
,

只是提一下 当微分演算的发明者

及其大部分继承者把微分符号当作演算的出发点时
,

拉格朗 日却反过来把对

自变量的实际函数的代数推导作为出发点
,

而把微分符号作为已经导得的函

数的纯粹符号表示式
。

如果我们再一次回到 、 ,

那末作为令 劣
, 一 二 的结果

,

也就是作为

微分运算本身的结果
,

我们首先得到

仃 锐 之

一 ,

吃 名一 ,甲 , 锐 万一 。

劣 劣 劣

由于在这里分母相同
,

所以作为化简了的表示式我们得到

梦 祝 锐康
。

这相当于在只有一个因变量的情况下
,

作为 。 的导 函数 即 尹 二 例如 当
二“ , 时

,
。 二

”‘一

就是 ’二 的符号表示式
,

作为其符号表示式我们在
、

、

书 。 二 、 ,
左边得到了号冬
‘咫 耳 决

, 劣 ’

豁 尹 ”
’

并且仅仅作为结果才由此得到

例如嚣 。
’一 ”

夕 尹 ,

二 饥 二。一 二
,

这是函数 的微分 我们立刻可以把

这后一个式子再变成嚣
‘ 一 ’

但是

夕 对肠 肠 “

的情况不同之处还在于
, , ,

而 这些微分在这里作为运算符号出现在等式的

右边
,

而且只有在完成了它们所指定的运算之后 才确定下来
。

如果
二 二 和 尹 二 ,



那末我们知道
,

对于 、 我们得到
、 ‘ 二 , ,

而对于 岔
之 尹‘ 二 二 。

因此

梦 尹 二 ‘ 二 二 二 尹‘ , 二 ,

而

需
, 二 ’ 劣 , 十 ‘ , , ‘ ‘ ,

。

所以在第一种情况下
,

首先找到微系数

豁
一厂 ‘ ”

而后得到微分

勺 ’劝 ‘
。

在第二种情况下
,

首先找到微分 ,
,

而后得到微系数嚣
。

在第一种情况

下
,

即在微分符号本身只是从对 幻 实行的运算中得出的那种情况下
,

必须
。一 , , 一 。 二 , 、

、

、 人 。品‘ , 咎
, 、 ,拓 份止廿析 口 士二 、

, , ,

。 、 品
首先找出导函数这个实际的微系数

,

以便器作为其符号表示式出现 在 它 的
对面

。

只有在找到了实际的微系数之后
,

才能由此导出微分 二尹 劣 二 。

在 叔 , 十 、而 的情况下则相反
。

由于 二 ,

在这里起着运算符号的作用
,

而且它们都表示我们由微分演
一 。 人 二。 二二 。。 。 。 ,

。 , , 、 ,

止 , 让
二 , 二、 一 , ’

,

、
。 , , 、一 。 。 二

算已会实施的那些运算
,

所以为了找出嚣的实在值
,

我们就必须在每一具体

情况下先对 、和 之 各代之以它们用 劣 表达的值
,

以便找出
二 尹 二 , 劣 二 十 二 诃 二 粉

然后用 二 去除才得到
、 。 、 , , 、 , 、

丽丽 一 、沁 广 、沁 甲 、‘ 尹 、‘

的实在值
。

祝

儿是对寸而叹
伪沁

,

, , 、、品 。 、、 ,
, 、

, 。小 。
一

, 、
窟牙

’

丽味
,

’

豆砂守守肤丛
口 , , 男 入 , 〕 联 付万带牙 了 刀一

般符号运算等式的内容而出现的所有更复杂的公式也全都成立
。



二 稿

我们曾经从 ’二 的代数推导出发
,

为的是用以同时指明它的符号微分
二小 、 从

。二 ,

二 山拍二 胡出 、 , 、。 ’
, 、 、 。

、

二 , 口

衣
、江戈下

一弄关 〕二丁口 力阿谧佩 , 力入 川 当 闷 、 匕 口幼居
、
夕气 。 不光布上幼弋 , 刃沙是又 〕泣 术

, 丁口 丁
一

万
通产云点沪

微系数会
, 之

, ,

二
, , 、 、

⋯
、 ‘

二
,

二
,

二
、 , 、 , 、 , ,

二万万当作 匕经给正的公式
,
田此 出友 以找出分别与乞们相厘的头

伪沁

在等价物 厂 二
,

诃 二
。

从相反两极出发的—并表征历史上两个不同学派
的—微分演算的这些不同处理方式

,

其实在这里并不是由于我们主观方法

的改变
,

却是由于所要处理的函数 琳 的本性而产生的
。

我们以前处理它时
,

就象处理只有一个因变量的 ‘ 的函数那样
,

从右边的一端出发
,

并对这一边用

代数方法进行了运算
。

我不相信有任何一个数学家
,

无论就 哪 这样一个初等

的函数
,

或者就任何一个别的函数
,

曾经证实过甚或注意过来自第一个代数推

导方法 历史上是第二个 的这个必然的转换
。

他们过份地钻到微分演算的材

料堆里去了
。

事实上我们看到
,

在等式

全孟塑
劣

祝 之

之 不厂 , 哪 , , , ,

劣 苏

击 入、
, 、 ,

煞、 、。 且胡
。

品二豁 二
。 。 禅 山 曰 , ,

十
、

书科
。 、

二

甲
,

哀牙兀王苏以 忧一
‘ 一

四义里 沁 口 , 幽袱那王一仟
,

也正从们坦 入 , 触 匹

⋯
,

二
、 二 , ,

锐

行的推导得米的 但另一万间
,

微分付号豆牙
之

, , , ,

一

而
‘

义包首在 又叼或着 做 的一
, 、 。 二二二 。二‘ 小 , 品 , ‘ 胡二 ,
阶导函数中

,

因而构成了嚣的等价物的元素
。

这样
,

符号微系数本身就已经变成微分运算的对象或内容
,

而不象以前那

样只是呈现为微分运算的符号结果
。

随着这两点
,

第一 符号微系数同变量一样
,

自身又变成推导的有内容的

元素
,

成为微分运算的对象
,

第二 问题的提法颠倒了过来
,

这时不是为实在

微系数 厂 ‘ 找符号表示式
,

而是为符号表示式求它的实在微系数
,

—随
着这两点就得到了第三点

,

即符号微分表示式不是显现为对 ‘ 的实际函数进

行的微分运算的符号结果
,

而现在反过来起着符号的作用
,

它指明对 , 的实际

函数应当完成的微分运算 也就是说它们变成了运算符号
。



在我们的情况

份 份 之

一下竺‘ 之 一 币 十 铆 二一
劣 劣 劣

下
,

只有在我们不但知道 之 和 、 是 二 的两个函数
,

而且要象
劣仍

那样
,

对于 。和 名 给出了用 二 表达的实际值例如
、 甲万

,

护 扩
, , , , 、 ‘ , 、 , 、 、 ,

肠

的盯侃训 万能继装运算 卜云
。

这样
,

刁牙
,

之
、 、 ‘ 卜 ‘ ‘ , ,

二
哀万事头上就成为运算 的标 志

,

而对于代入 、和 的 二 的每一个任意函数
,

运算的实施方法假定已经知道
。

。 所找到的等式不但是符号运算等式
,

而且是纯粹预备性的符号运算等

式
。

由于在

叮 肠 之

万性 二 之 了 , 十 肠 万一一
肠劣 劣

的两边所有各项中都出现分母 二 ,

所以它的化简了的表示式为
夕或 、“ 之 “ “ ”。

这等式直接说明
,

如果要对两个任意变量的乘积 在以后的应用中
,

这可

推广到对任意多个变量的乘积 进行微分
,

那末两个因子的每一个都要与另一

个因子的微分相乘
,

并把所得到的两个乘积相加
。

因此
,

如果对两个任意变量的乘积进行微分
,

那末这第一个运算等式

即 祝 之

万军, 二 名 , , , 十 肠 一于 一

劣 劣 劣

在完成了它的使命
,

即提供了一个能直接达到目的的一般符号运算公式之后
,

它作为预备等式就成为多余的了
。

但这里必须指出
,

原先代数的推导方法又转换成自己的对立面
。

在那里

我们首先得到

刁梦 一 夕

作为 八
, 一 二 的相应符号

,

了二 和 二 两者都是普通的代数表示式 因

为 劣 和 二 都已给定为 二 的确定的代数函数
。

然后把
二 , 一 劝
劣 一 劣

刁
示成云

位兰初 刀 、 , 、品 叭 巨二鹅 、 二 小 。 。 。 。
,

‘ , 、占‘
,

玫月 、曲 、 、沁 则一 寸幽狱 衣小联丽牙
,

井且从龙从似尔狱四

最后等式



斋 “
‘ ’

我们才得到微分

厂 二 二 。

与此相反
,

上面的等式为我们提供了微分
, 、 ,

康 作为出发点
。

所以

如果 、 和 之代之以 二 的任意的
、

确定的代数函数
,

而这些函数我们只用
、 二 和 “ 沪 二

来表示
,

那末
二 沪 劣 厂二 二 尹 二 ,

而这些 符号只是表明所要实行的微分运算
。

这个微分的结果具有一般形式
二 二 , , 二

和
。 ‘ 二 二 。

因此

甲 二 尹 二 二 十 二 柯 二 , 。

最后

鲁
, 二 ’ 二 , ‘ ,、

‘ ,
。

这里
,

在微分已经起着现成的运算符号作用的地方
,

我们从微分导出微系

数
,

而在原先的代数演化中则相反
,

微分是从微系数等式中推导出来的
。

如果我们看微分本身
,

例如我们在它最简单的形式下
,

也就是从一次函

数
, 二 、

,

鲁
。

演化它那样 那末这个微分
劣 。

这些微分的等式
,

比起它由之导出的微系数等式

号或斋
。

看来可疑得多
。

由于 梦 和 劣 ,

所以 ‘ 等同于
。

虽然如此
,

我们还是

完全有理由使用 和 二 来代替消失了的
、

但在消失中用这些符号固定下来

的差值
、一 梦和 二

, 一 叽



只要我们停留在表示式
二 耐男

或者一般地
二厂 司 , ,

那末它完全不外是

鲁
‘ ’

,

在上述情况下就是 二 这一事实的另一种表示
,

因此我们总是又能把它变为

后者
。

但是这种可转变性已经使它成为运算符号
。

我们立刻看到
,

如果我们

作为微分过程的结果已经得到 二 ’二 二 ,

那末为了找

是为了找微系数
,

我们只要用 , 去除两边就行
。

这样
,

例如在 犷 中
,

犷 二 ,

娜 凉, 。

后一微分等式给我们提供了两个微系数等式
,

即

豁 ’ ,
,

也就

劣

二卫 。丝‘ ,

但是 娜 二 二 也直接给我们提供了 二 的值

妙
,

例如当把这个值
, 二 、 , , 、 , , ‘ 、 , 、 劣

代人伏切线四一股公式 丁兀二甲盯
功

倍作为普通抛物线的次切线的值
。

最后就会使我们得到 二 ,

即横坐标的两

我们现在要举一个例子
。

在这例子中符号表示式先是用作演算的现成运

算公式
,

因而也为符号微系数求出它的实在值
,

而后再给出相反的初等的代数

表述
。

假定因变函数 和自变量 二 不是在单独一个等式中联系起来的
,

而是

这样 在第一个等式中直接表示为变量“ 的函数
,

而 、在第二个等式中直
接表示为变量 的函数

。

课题 求符号微系数器的实在值
。

设
, 夕 ,‘ , 、 毋 二 。

首先 ’ 给出



梦

露丽 一
叼
肠

尹 “ “

一 汉飞‘ ’劝
。

拭劝 诃 劝 二
劣 一 劣

尹‘ 二
。

业 血’ 劣

‘ ,
·

中’ , 。

然而

所以

, “
·

尹‘ 二
。公口一劣一

因此

例
。

如果 ,

业 丝
二

业祝 劣 劣 。

“ ‘ 十 护
,

那末根据公式

、 ,

一 一 露万一
“ ’ 、

而等式 给出 , 妒 护
。

我们若把 , 的这个值代入 、 ,

则

夕
拐

‘ , , 二 。

会
· 劣 · 劣 ,

‘ ‘ , ,
。

会
·

佘或鲁
劣 男 , 劣 一 ,

‘

’
·

尹
尸

”
。

我们现在把上面例子中的等式作为起始等式
,

以便现在用原先的代数

方法对它们进行演化
。

夕

由于 夕

, , , , 二 二 。

妒
, , 二 ’釜

,

从而

夕, 一 鱿 “爹一 , 二 , 一 , 二 , 、 。

因此

梦 一 军
肠 一 铆

、 , 、 。



如果现在 、
, 一 、 变为

,

因而 ‘
, ‘ ,

那末 , 、 就变为 、 、

视 。

我们若用等式 给出的值代入 二
,

则

癸
“‘ ”

。

再者 由于
、 护 护

, 祝 , 二 对 对

所以

倪 一 杯

祝 一 肠

二全

二

二凳 一 二
“ 十 二 , 二璧一 二

“ 二荃一 二
, ,

一 二 二圣 二 二 二 , 十 一 二 二 二 多

因此

乙 一 ‘

劣 一 劣

如果现在 劣 一 二 变为

二圣 劣 二 二 二 二 。

,

因而 二
, 二 ,

那末

对 肠劣 护 二 护

以及
二 , 十幻 二 叽

因此

卒 “
二 ’十 “二

乃

劣

现在我们若把右边的两个函数相乘
,

则得
二 二 二 ,

并与此相应
,

左边得

旦竺 丝丝 业锐 男 劣

这柏端沈同前面一样
。

为了让演化的差别更加清楚地显示出来
,

我们把变量的确定函数放在左

边
,

而把依赖于变量的函数放在右边
,

因为从一般等式右边只出现 这一点
,

人们已经习惯于将主动性设想在左边
。

因此
, , , 二 二 , 二 。

由于
铆 , ,

, “卜
,

所以
、呈一 、

, , , 一 梦



或者
锐 , 一 , 二 , , 一 梦, 一 , ,

因而

二 , 、

如果现在 锐
,

变为 铆 ,

因而 、
, 一 肠

一

” 一 视

,

那末得到
“ 杯 , 或 。

纂答
。

我们若把由等式 来的值代入 二 ,

则

‘ 十 , 斋
。

再者 如果
十 劣 祝 ,

那末
刃全 劣荃 铆

从而
劣全 劣莹一 劣“ 一 劣 二 ‘

, 一 视

因此
二璧一 二“ 二莹一 护 二 ‘ , 一 叽

我们把它进而分解成因子
二 一 二 莹 二 劣 二 , 二 , 一 二 二 , 二 二 二 , 一 , 。

于是

二莹 , 二 二 , 二 二 祝 一 乙

劣 一 劣

现在如果 二
,

变为 二 二
,

因而 。
, 一 二 二 ,

那末
二 、 。二

粤
。

劣

若把这 个导函数相乘
,

则

二 。二 二 二

会
而当我们把它换成惯常的次序时

擎 卒 遥竺
二 十 。二 丫 二 二 、

。

祝 劣 劣

不言而喻
,

由于这个方法很烦琐
,

而且往往难于把最初的差值 二 一 劣



分解成都含因子 二 , 一 幻 的各项
,

所以作为计算工具
,

它不能与历史上最早传

下来的方法相 比
。

。 。 一 一 已 一、山 ’, , , 二 ,扣 、 。从 品二
, 、

染
但另一方面

,

在后一方法中人们从 “
, ‘ ,

嚣作为已给定的运 算 公 式
出发

,

而在前一方法中则看到它们是用纯粹代数的方法产生出来的
。

此外我

就不再说什么了
。

然而在第一个方法那里
,

微分符号作为运算公式的这个出

发点是怎样获得的呢 是通过隐蔽的或者显露的形而上学的假设
,

而这些假

设本身又导致形而上学的非数学的后果
,

那就是用暴力镇压掉某些对于推导

碍手碍脚的
,

但却由推导本身产生出来的量
。

现在为了举一个从相反两极出发的历史上的例子
,

我就上面演化过的情

况 约 的解法
,

以牛顿和莱布尼茨为一方
、

以拉格朗日为另一方作一 比较
。

牛顿
。

首先告诉我们
,

当变量增长时
, 忿 ,

夕等等表示它们流动的速度
,

或者说
劣 ,

等等相应增长的速度
。

此外
,

由于一切可能的量在数值上的大小都可用

直线表示
,

因而所产生的瞬或无限小量等于速度 无
,

夕等等和它们所经历的无

限小时间间隔 二 的乘积
,

也就是 ‘二
, 忿 ,

夕丁
。



三 稿 〕

如果我们现在考察一般形式下的 的微分 二 , ,

那末这里就有

一个纯粹的符号运算等式出现在我们面前
,

即使在 二 一开始就等于一个常
且晶拄

、。 , 二。、 击 才 八 二 ,

由 。、
,、 曰 、。 二 、 , , 、 、

量的情况下
,

如在 “ “‘ “ 劣 中那样
,

也是如此
。

由言或嚣
一 ‘ 生

十 ‘、
、

、 、 , 认 , 平
, ,山 ‘ 、 。 宙 二

。

舒 二 。止 、 二
, 、 。 ,

, 、

出来的这个孩子
,

看上去比他的母亲更加可疑
。

因为在弓子 资中分母 和分、 曰 子 ’

一
, ’ ‘

目一
’目 曰 砂 月、 州

一

刁 。 子

卜
’ 刀 ” ”

子是不可分开地联系着的 而在 劣 二 中它们显然是分开的
,

所以势必

得出结论 二 二 只是一个把 劝
· ,

也就是把对之
“

毫无办

法
”

的 二 化了装的表示式
。

我们这世纪 比较细心的分析学家们
,

如法国人布

夏拉
,

也已经感觉到这里有些不妥
。

他说

在
·

譬如奥
二 中

,

冬或者说奥
,

或者不如说它的值 二 ,

是函数 , 的
一 目 产 比 ” 曰 夕“ 劣

’ 曰 ’ 户 ” “ ”甲 , 口 ”砂

辫 , 翻 二 嗽 。 。 掀 ,
。 , ‘人脸 口 , 卜

, 二 。 , ,若 ‘ 曰 、 二 品丫二
,

微系数
。

由于器是代表极限 ”
‘ ,

的符号
,

所以 ‘ 必须总是在 , 的下面
。

但

。 、 , 二 , , 、。二 , 。 ’
,

,
、 , 加 ,

、二 , 、

小二 ,
。 一 , 、 , , ,、、

、
二 、平

是为了便于代数运算
,

我们把嚣当作普通分式而把嚣 ”‘ ,

当作普通等式

来处理
,

通过摆脱这等式的分母 二 就得到结果 护 , 。 这个表示式称为

的微分
” 。

为了
“

便于代数运算
” ,

我们就这样引进了一个错误的公式
。

事实上情况并非女口此
。

在要 本来应写成 与 中 , , 一 或 二 一 二

的最小表示式或者 二 的增量
,

与 二
, 一 二 的最小表示式或与自变量 二 的增量

之比
,

具有分子与分母不可分开的形式
。

但这是为什么呢 是为了保持粤作
一
‘ ’ ‘ 、 ’‘ ’ , , , ‘ ’ ‘ ‘

” ”
矽 ’甘 一 一

’

一 ‘ ” 一 “ ’

“
’ ’ , ”

为消失了的差值之比
。

但是一旦 二
, 一 二 二 借助于 获得了表明它是 ‘ 的消

失了的差值这个形式
,

因而
, 一 也就显现为 之后

,

把分子和分母分

开将是一种完全许可的运算
。

不管现在 二 在什么地方
,

它和 的关系不会
。

、

、、仙二
‘ 、 ,二 一 。。

, 。 , 。。 二二 二 , , 、 二 , , , 、 ‘

。 。 品 口
因这种位置的调换而受到影响

。

“ 叮 ‘
,

因而 厂 ‘ ‘ ,

只是嚣 的另 一
。 二 二 一

、。 ,
、。 。 , , 二 一 ‘ 、 , , , 、 曰 。

。 , ‘、 , , , 。 、、 人 , 。
、

、 人 , 、

串
种表示式

,

而为了得到独立的 ’‘ , 最后必然要出现这个嚣
。

但是这个公式

二 二 立即作为运算公式将多么有用
,

下面的例子就可说明

犷 劣 ,



犷 二 。
,

州 介

因此
二 夕
肠诺 “ 万一

“

劣
、 、 , , ,

把 劣 的这个值代入次切线的一般 公 式 骊石丁
,

就得划
切扩

,

禁
夕

并且由于 犷 二 ‘ 而
劣 。

—
乙劣

所以 二 ,

即普通抛物线的横坐标的两倍
,

是它的次切线的值
。

, 。 。 上 二 二 二 , , 、
‘ 二 。 、“ 、 。 廿 、 二 曰 、匕小 由

,

‘ 曰 山
但是如果把 “ 叮 ‘ 看做最初的出发点

,

甚至器也是尔后才由此导出
的

,

那末为了使 的这个微分具有任何意义
,

微分元
,

就必须假定为具

有确定意义的符号
。

这种假定如果不是来自数学的形而上学
,

而是也许直接

从一次函数如 夕 二 中导出的话
,

那末正象我们前面已经看到的
,

它就给出
夕 , 一 二

、

、 、 。二
, 、

斗 用 庄洁公 山袱丫劝、仆 偏 申 的 七一

汁蚤
“ ,

而这变为 嚣 然而从这里先验地也抓不到什 么确定 的 东

西
。

这是因为 由于 一样
,

也是 二
,

并且由于 刁二
,

刁 虽是有业面和盗助

限差值或增量
,

但却是能无限减小的有限差值或增量
,

所以可把 二 ,

同样

地想象为无限小的
,

能任意接近 的量
,

正如它们从实际上令
, 一 劣 二 ,

因而

岁, 一 中得出的那样
。

右边的结果两次都是同一的
,

在这一边根本无需令
二 , 二 ,

因而也无所谓
, 一 二 。

所以在另一边令它 二
,

就象假定 二 ,

是

无限小量一样
,

似乎是一个任意的假说
。

我将在 中以 “习 为例简短地

说明这个历史过程
,

但在此以前还要在 中举一个例子
,

对它第一步在符号

演算的地盘上用一个现成的运算公式进行处理
,

第二步用代数方法来叙述
。

象

所 已经说明了的那样
,

这后一方法本身通过把它应用到象两个变量的乘积

这样初等的函数
,

借助于它自己的结果
,

必然会给从相反一极出发进行运算的

方法提供出发点
。

对 的补充
。

最后 根据拉格朗日 还必须指出
,

在牛顿那里有时已经相当于微系数见

到的
,

并且他还是从纯粹几何想象中推导出来的这个极限或极限值
,

即使在今

天仍然起着特别重要的作用
,

不管符号表示式作为 ’劝的极限
,

或者反过来



’二 作为符号的极限出现
,

或者两者都作为极限出现
。

这个尤其为拉克鲁瓦

在分析上长篇论述的范畴
,

作为
“

最小表示式
”

这范畴的替代物
,

无论作为与
“

预先导函数
”

相对立的导函数的替代物
,

或者作为比值
一

劣 一 劣
的替代物

,

只

有当它涉及到把演算应用于曲线的时候
,

才是重要的
。

它在几何上比较容易

想象
,

所以它在古老的几何学家那里 已经可以看到
。

但是在有些近代几何学家

那里
,

它还一直隐藏在微分元和微系数仅仅表示近似值这种说法的后面
。



〔补 遗

关于 微分的补遗
。

在上面手稿中演化 , “ 的时候
,

关于等式
肠 、 。

义飞 节 一 一 ‘ 一万一一 下 肠 一万一
劣 劣 劣

对我来说重要的是
,

证明了这里所用的代数方法自行转变成了微分方法
。

因

为它在导函数内部
,

也就是在其右边演化出了没有实在系数这个相应等价物

的符号微系数
,

而这样一来
,

这些符号本身就变成了独立的出发点和现成提供

的运算公式
。

等式 这个形式对此目的而言显得更为适当
,

因为它使在导函数 ’二

山 一 山“ 砍。 之 甲 、
、

二 、二 、一
‘、 二 。二。份

, ,

二
、

、 。 , , 、

内部产生的嚣
,

箭和左边与之对立的嚣之间能作一比较
,

而这嚣是
‘

的符号微系数
,

所以构成了它的符号等价物
。

、 , , ‘

⋯
,

份

夫士作为还算公式的丽
之

, , 二 , , , 、 , 二

厂露石的住厦
,

找只限卞指出
,

当找们给 哪 代入

任何一个 劝
,

例如 护
,

给 名代入任何一个 试劝
,

例如 护 十 护时
,

对于这些

符号微系数就可以找到任意的
“

导函数
”

作为它们的实在值
。

我当然也可以指出这些运算公式在几何上的可应用性
,

因为例如曲线的
二

, ‘ , 二

⋯
劣

、

⋯
、

’ 之
, , , 、

次切线的一股公式 万万万 ,

这公式相 之万灭二
, 视 〕万具有兄全相回的难式

,

它们
切沙 切山 切山

都是一个变量和一个符号微系数的乘积
。

最后当然还可 以指出
, , 是我们的论题可在其上发展的最简单的初

等函数 在这里
,

而 二 是二次幂的最简单形式
。

普的微分
。

‘ 假定在 警中 是自变量
, , 是因变量

。

为多样化起见
,

我们这一次来处理 —象经常会碰到的那样 —用代数
表示式 其中包括用正弦

、

余弦等等
,

用对数
,

用象 扩 那样的指数表示式所给

出的这种表示式 给出的
、

不具有任何等式形式的函数 ①
。

① 在另一稿中写着
“

为多样化起见
,

我们这一次把警作为
二 和 的函数来处理

,

而不把它与第三个依赖于警的变量置于等式形式之中
。 ·



警若
“

增长到
, ,

则 ①

,会从
”,中减去

会
一

警 通分后
之 乙 一 乙之

之 名
将分子分解

, , 一 ,‘ 一 ‘ , 一

之 之

。

如果
,

变为 ‘ ,

因而 ‘
, 一 ,

那末②

之 锐 一 祝 之

名
③

、、尹、

这个表示式显得有点奇怪
,

事实上它是借助于方法的完全改变而得来的
。

因为 —见 —
一 之 不是出现在分母中而是出现在分子中

,

并且 之变

为它的微分表示式
,

只是由于我们把处于分子中的
, 一 减少到了 ‘

, 一 ‘

才得以实现的 ④
。

此外
,

虽然假定了警中的
二 是因变量

, 之 是自变量
,

但是如果我们在“ 的

分子《 , , 一 二 一 、 , 一 约中 在这里
, 一 绝非处于与 , , 一 二 不同的地位 令

二 , 、 , , , 一 , 二 ,

并假定 依赖于 、
,

那末我们还会达到同样的结果
。

实际上这个过程我们已经能够这样来解释
。

在 中分母 人 变为 二
,

即

令
,

也就是
, 一 ,

因此一方面在分子中
, 一 变为 击

,

另 一 方 面
、 , 一 , 变为 , 这是因为 依赖于 ‘

,

所以一旦分母中的
,

变为 ‘ ,

那末
“ “ ,

因而 “ 一 “ , 一 、 ,‘ 。

就分子来说这个方法也许就已得救
,

但只是为了将它完全牺牲掉
。

因为

它的一般结果曾经是
,

一个变量对另一个变量的依赖关系必须表示为

如果假定 是因变量
, 。 是自变量的话 ⑤

。

一

劣 一 劣

① 在另一稿中
“

若 么 增长到
,

则 “ 增长到 “
,

因此
” 。

② 在另一稿中为
“

如果
,

变为
,

那末 人 变为 洲 或 尹
, “ , 一 “ 血

, 舰 , 一 哪 二而
,

因此
” 。

在另一稿中
,

这后面还力口上
“

因此 警
之 “ 一 ” 么

之

在另一稿中这一段写成
“

使你惊奇的是这个结果的出现
。

我假定这一点
,

因为

③④

否则你就不会想到
,

誓的微分提出了一种特殊情况
,

在这特殊情况的演化中方法经历了

某些变更
” 。

⑤ 在另一稿中上面两段是这样写的
“

事实上
, 。 它的有限形式为

, 一

这个 自变量 之 的微分元作为 二 的乘数处于分子中
,

而 本身则以肯定的形式 扩 其有限
形式为 人 处于分母中

。

所以这似乎是
,

由于我们在 中的分子 舫 , 一 哟 一 以
, 一 幻

那里令
,

即令 一 ,

我们就从 的有限比值到达了它的微分表示式
。

这好象
是方法的完全改变

,

尤其因为这样一来分母不是变为扬弃了的差值 “
, 一 “ 血

,

而是从
“ “ 变为

” 。



我们再来应用等式形式 ①
。

竺

·

普
一 “ · 倪

之

一

之 一 之

之乞乙 一 不名

之 之

祝 , 一 ‘ , ·

之 之

祝一之
一
叽一几

之 一 之 之 一 之 之之
,

一 之

一一

,。, 一 二 一 ‘ , 一 之 ·

之 之

之 一 之 之 一 之
动

现在如果在右边令
,

、

,
声

石

之

二 一 ‘ 之 ·

“ ,

因此 “ 一 ‘ 等等
,

等等
,

那末

之

一 之

从而

, 或 汉争 、卜 、小多
由此

乙一 ” 之

之夕

所以困难只是由于微分被误解为微系数而发生的②
。

如果我们做一个比较 见前稿
,

那末在对 , 微分的情况下找到

工飞 夕 一 而 一

劣

“

嚣
十 ’

嚣 和 ““
之

之 ’ ‘ 之。

存在于 “ 、之 、 十 , 与 ” “警
二 一 、 ·

去之间的差另仅

仅来源于被微分的函数的差别本身
。

” 由于 警是 “
二约的相逆情况

,

后者是乘
,

前者是除
,

所以很容易想到

① 在另一稿中
“

一旦我们再来应用原先的等式形式
,

神秘就此解开
” 。

② 在另一稿中这一段写为
“

整个的谜 已经解开
。

微系数由 。 来表示
,

而在

以及这里的 下所得到的结果是微分
” 。



直接利用由代数方法求得的运算公式

‘之 之 。 ‘ “

去找 警
。

我现在就来做这件事
,

以此来清楚地突出推导方法和以前已经求

得而现在却用作运算公式的微分结果的单纯应用之间的区别
。

讹
专 —之
,‘ 之。

由于 二 二 , ,

沁
所以

了
’ 之二 ’‘。

这样
,

我们只在形式上把 。化装成 个因子的乘积
。

虽然如此
,

但事实上

课题就此已经解决
,

因为问题 已从分式的微分变成了乘积的微分
,

而对此我们

口袋里有着一个魔术公式
。

根据这公式
。 。 二 耐 礼

对于右边的第一项即 骊
,

我们立刻看到
,

它必须静止不动地在其位置上
留到最后一刹那

,

因为课题恰恰在于要找 ,

韵的微分
,

也就是要找它的

用 、和 的微分元表达的表示式
。

另一方面
,

由于这个原因
,

就要把 夕康 移到

左边
。

因此
、 一 六 骊

。

如果我们现在把 , 的值即警代入 ,击
,

那末

锐
肠 一 — 名 名 万
多

因此
之瑟祝 一 不瑟之

夕

现在已到了把 从它的不起作用的伙伴 之 那里解放出来的时刻
,

于是我们

得到
之 锐 一 祝 之

之

“ ““ ‘警
。



〔微分演算的历史发展过程 〕

历史发展过程

神秘的微分演算
。 二 , 二 十 刁二

,

一开始就变为 二
, 二 二 或 ‘ 分

,

其

中 二 是通过形而上学的解释来假定的
。

先是它存在
,

然后对它进行解释
。

于是也就有
, 二 或

, 十 亏
。

从这个任意的假定
,

就得出这样的

结论 为了得到正确的结果
,

我们在二项式 二 十 刁二 或 劣 分 的展开中
,

必须把

例如与一阶导函数一起获得的
、

用 二 和 刁二 表达的那些项魔术般地 丢 掉
,

等

等
,

等等
。

由于在实际建立微分演算的时候
,

是从上述结果出发的
,

也就是从

那些预料到的
、

不是推导得来而是用解释来假定的微分元出发的
,

所以符号微
, 、 、 夕山 曰 二

、

、 , , 。二。 , , ,筋
系数嚣或含也是为这种解释所预料到的

。

去 , 川 ‘ 、诵 。
月 仲怂 , 占、六且品场且 瓜 。。 朴丫 洁 刁

如果 ‘ 的增量 ·刁‘
,

而依赖于它的变量的增量 一 刁“
,

那末不言而喻
,

嚣
表示 二 和 的增量之比

。

至于 刁劣 出现在分母中
,

即自变量的增量出现在 分

母中而不是反过来出现在分子中
,

这是因为微分形式演化的最后结果本身
,

即

微分
,

也是一开始就由那些假定的微分元所给定的缘故
。

如果我取因变量 和 自变量 二 的最简单的关系
,

即 二 ,

那 末我知 道
二 或 夕 忿

。

但是由于我要找自变量 的导函数
,

在这里它 活
,

所以我

必须用 忿 或 二 去除两边
,

因而

劣
决

,

从 万 一
土 “

所以我一下子就全都知道
,

在符号微系数中自变量的增量必须出现在分母中

而不是出现在分子中
。

但从 ‘ 的二次幂函数开始
,

用二项式定理就立刻可以找到导函数
,

它完全

现成地以第二项出现在其中
,

伴随着 二 或 溶
,

即一次幂的增量
,

再加上要魔

术般地丢掉的各项
。

这种魔术般地丢掉不知不觉地在数学上倒是正确的
,

因

为它只是丢掉了由最初的魔术一开始就产生的那个计算误差
。

把 二
, 劣 口二 变为

二 劣 十 二 或 劣 十 分
,



于是就可对这微分二项式象对普通的二项式一样进行处理
,

从技术观点来看
,

这是很有成效的
。

唯一还可能提出的问题是 为什么要把那些碍手碍脚的项用暴力镇压掉

这就假定了大家都已知道它们是碍手碍脚的
,

并且实际上是不属于导函数的
。

回答很简单 这纯粹是从经验得来的
。

不但对许多更加发展了的 二 的函

数
,

以及作为曲线方程的它们的解析形式等等
,

人们早已知道了实际的导函

数
,

而且就在最先可能的决定性试验中
,

即在对最简单的二次代数函数的处理

中发现了这一点
,

例如
劣 , ,

十 夕 二 二 ”
护 二 二 护

,

夕 二 忿 ’ 二 , 二分 忿, 。

如果两边都减去原来的函数 二
, 二含 ,

那末
男 劣 十 劣 ” ,

夕 劣活十 活方

如果我从两个式子的右边镇压掉最后一项
,

那末
二 劣 劣 ,

夕 劣分 ,

进而得到

或

。

—一
自试

但是从 二
’

知道
,

沪 是第一项 第二项是 , 如果我用 去除这表

示式
,

犹如用 二 去除上面的 二 ,

或者用 分 去除 二忿 ,

那末得到 ‘ 作为 护

的一阶导函数
,

作为二项式给 护 添加的用 二 表达的增长
。

因此
,

为了找出导

函数
,

必须把 护 或 蕊镇压掉 而根本不管对 护 或 掀 原来是无可 奈何
的
。

所以
,

人们通过试验的方法 —就在第二步中—必然会认识到 不但为
了得到一个正确的结果

,

甚至为了得到任何一个结果
,

都必须把 护 或 分溶魔

术般地丢掉
。

其次
,

人们已在
劣 劣 ,

或 劣活十 忿分

中看到
,

它们是二项式 二 二 “ 或 二 十 污
’

的正确的数学表示式 第二和第



三项
。

至于这个数学上正确的结果建立在数学上根本错误的假定之上
,

即一

开始就把 二
, 一 二 刁二 当作 二

, 一 二 二 二 或 分
,

这是人们所不知道 的
。

不 然 的

话
,

人们不用魔术般地丢掉而用最简单格式的代数运算也会获得同样的结果
,

并把它提供给数学界
。

所以
,

人们自己就相信了这种新发现的算法的神秘性质
。

这种算法用数

学上肯定是错误的方法得出了正确的 尤其在几何应用中惊人的 结果
。

这

样
,

人们就把自己神秘化了
,

越加高估这个新发现
,

也就越加引起了一群旧式

正统派数学家的恼怒
,

并激起了敌对的叫嚣
,

这种叫嚣甚至在数学界以外得到

了共鸣
,

而这也是为新事物开拓道路所必需的
。

理性的微分演算
。

达兰贝尔直接从牛顿和莱布尼茨的 出发 点 二 ,

二 劣 开始
。

但是他立刻做了一个根本的修正 二
, 二 刁二 ,

也就是给‘ 加上

一个不确定的
,

但初看起来是有限的增量
,

他把这个增量叫做
。

而这个 或
刁二 变为 二 他和所有法国人一样

,

都采用莱布尼茨的写法
,

只是作为演化

的最后结果
,

或者至少发生在最后一刹那之前
,

但神秘主义者和这种演算的创

始者
,

却把它作为出发点 达兰贝尔本人从符号的一边出发
,

然而是在这一边

变为符号之前出发的
。

这样就立刻得到两种结果
。

构成差值之比

二 一 二 二 一 二

一 劣 一 劣

的出发点是
二 一 二 ,

它相应于一个用 ‘ 给定的代数函数
,

这个代数函数是

在用 二 表达的原函数例如 护 中
,

以 劣 和它的增量即 二 代替 劣 而得出的
。

这种形式 如果 二 ,

它就
, 一 妇是函数差值的形式

,

为了变成函数增

量对自变量增量的比值
,

这种形式还需要进行演化
,

因而它起着实在的
、

而

不象在神秘主义者们那里仅仅是有名无实的作用 因为
,

如果我象这些人那

样有
‘ 护

,

‘ 二 二 “
护 吼 劣砂

,

那末我一开始就知道
,

在
二 十 一 二 妒 十 护 二砂 十 一 护

中对立着的两边
,

都已归结为增量
。

这甚至不必写出来
,

因为我在右边已看到

护 的增量 其后面的三项
,

同样在 二 一 中剩下的只是 劝 的增量

或
。

因此
,

这个最初的差值等式只起着一开始就重新消失的作用
。

这些增



量一开始就处在对立的两边
,

如果我有了它们
,

那末从 二 ,

的定义我就得

出会或备是比值等等 所以为了形成会或爹
,

我用不到从 以 劣 “代替

变化了的函数 增长了的函数 中减掉用 二 表达的原函数而形成的那个最初

的差值
。

一

在达兰贝尔那里必须抓住这个差值
,

因为演化运动要在它身上进行
。

所

以
,

在左边处于突出地位的就不是差值的肯定表示式
,

即不是增量
,

而是增量

的否定表示式
,

即差值
,

也就是 二 一 二 。

这种强调差值而不强调增量

牛顿的流数 的做法
,

至少在莱布尼茨所用的
、

与牛顿的 夕相对立的写法 夕

中
,

已经预感到了
。

二 一 。 二“ 二 “ 。

用 无去除两边
,

便得
劣 一 男 、
二一一魂一一一 二 石男

‘ 十 石潞 川
。

由此
,

在左边形成了
二 十 一 , 二 十 无 一 劣

一 劣 , 一 劣

它 本身 就显现为有限差值的导出的比值
,

而在神秘主义者们那里
,

它是由

或 忿 和 或 夕的定义所给出的增量的现成的比值
。

现在
,

如果在

二 一 劝
无 一

二 十 一 劝
劣 一 劣

中令
,

或 二
, 劣 ,

即 劣 一
,

, 二 十 牟 这两项也就同时变为
,

那末这表示式就变为嚣
, 而 由于 令

的
。

所以现在不用魔术就把它们消除了
。

并且确是通过正确的数学运 算得 到

我们得到

号或豁
劣“ “ ‘ ’

。

一旦 二 变为 , ,

这个式子就同在神秘主义者们那里一样
, 已作为给定

的东西存在了
,

因为 ‘ 十种 代替 妒 而给出了 护 护 十
,

其中 护已

经在这个展开级数的第二项中作为 一次幂的系数出现
。

因此
,

这种推导本

质上与莱布尼茨和牛顿相同
,

但是这个完全现成的导函数 护 是用严格的代

数方法从与它相联系的其余各项那里解脱出来的
。

这不是演化
,

而是把厂 劝
,

在这里就是 二 ’ ,

从它的因子 无 以及与它排在一起的其余各项那里解脱出来
。

而实际上演化的
,

倒是在左面符号一边
,

就是 劣 ,

和它们的比值
,

即符号微



系数奥
一

冬反过来
,

半 奥更为恰当
。

这个符号微系数本身还是引起了某
小从 一 、认厄 卜

’ 一 劣 人刀
’目 习

“

心 ”
,

一

了 纵小私竿刁 一
子 ‘ 卜

些形而上学的恐惧
,

尽管这个符号是用数学方法导出的
。

达兰贝尔给微分演算撕下了神秘的外衣
,

从而向前迈进了一大步
。

虽然

他的《流体论 》已于 年出版 参见 页 ①
,

但莱布尼茨的方法很多年来

仍然在法国占着优势
。

至于牛顿的方法在英国一直统治到十九世纪的头几十

年
,

这几乎是没有必要提及的
。

但是在这里
,

正象以前在法国一样
,

达兰贝尔

奠定的基础
,

经过一些修改
,

一直到现在还占着统治地位
。

纯粹代数的微分演算
。

拉格朗日
,《解析函数论》 年和 年

。

因此在 中和在 中一样
,

最初的出发点都是增长了的 二 如果

或 劝
,

那末在神秘的方法中是
,

或 二 二 ,

在理 性 的方 法 中是 或 十

二 十 刁幻
。

这个二项式出发点立刻在等式的另一边提供了一个二项式展

开
,

例如
劣 ”‘ 劣 , 一‘ ,

这里的第二项 二“ 一 已完全现成地提供了所要找的实在微系数 劣 , 一 。

在给定的 ‘ 的原函数中
,

当用 二 十 代替 二 时
,

左边的 二 和它

对面的展开级数的关系
,

完全象代数中未展开的一般表示式
,

尤其是二项式
,

和与它对应的展开级数的关系一样
,

例如
,

象在
二 “ 二 二

中
, 二 无 ”与其等价的展开级数 护 护 十 的关系一样

。

因此
, 二

就处于同整个代数学中一般表示式与其展开式的关系一样的代数关系 只应

用于变量 之中
,

例如
,

同
‘

—
二 十 —十一 劣

劣 , 男
万万 十 一丁石一

。

肠“ “

中而全了与展开级数 ‘
十 一样的代数关系之中 或同

二 二

中 二 十 与其对面的展开一样的代数关系之中
。

达兰贝尔仅仅把 二 十 二 或 二 方 代数化了
,

使之变为 , ,

因而

双二 十 也从
, 十 夕变成了 二 。

但是
,

当拉格朗 日把整个表示式

作为一般的未展开的表示式放在从它导出的展开级数对面时
,

他就给了这整

① 见本文第 页
。

· ·



个表示式一个纯粹代数的性质
。

在第一个方法 中和在理性的方法 中一样
,

所要找的实在系数都

是完全现成地由二项式定理产生出来的
,

而且 已经出现在展开式的第二项
,

也

就是必然附有 的那一项中
。

因此
,

整个往后的微分过程
,

无论在 或者在

中
,

都是奢侈品
。

所以我们把这无用的压舱物抛在一边
。

从二项式的展开中

我们一下子就全都知道
,

一阶的实在微系数是 的因子
,

二阶的是 砂 的因子

等等
。

这些实在微系数无非就是用 二 表达的原函数依次按二项式展开的导函

数 而引进导函数这一范畴是最重要的引进之一
。

就各别的微分形式而论
,

我
’, 左。

、
, 六 、 牙 , ,

六儿
, 、。

、

, 。二二 。 。
,

加 。 。 ,
。人 。

们知道 刁‘ 变为 己‘
, 刁“ 变为 ““

,

知道一阶导函数得到符号形象嚣
,

二阶导

二 、
。。 , ‘、 , 、 。 。

、
肠 口 , , , 、 二

,

、、 , 十
, 。 , ’

,

一 卜
, 丰。

匕纽炎又 , ‘尸 下
一 ,‘ 一 口纷力肉炎又 寸土 可 、享刁 勇哎

一万二万布匀
谧

有
二。 立 刀毛 , 幼入幼们勺 玉夕匕 , 才弋 〕 哟 七人

乙 力 ‘七

这些纯粹用代数方法得到的结果同时也用它们的符号微分等价物来表示 —
这是微分演算本身唯一遗留下来的名称问题

。

整个实际的课题于是就化为寻

找 代数 方法
, “

把 二 十 的各种函数按 的整数升幂加以展开
,

而在许多情

况下
,

没有非常冗长的运算这是不可能完成的
”。

到此为止
,

在拉格朗 日那里没有什么直接从达兰贝尔方法出发不能得到

的东西 因为这方法也包括了神秘主义者们的整个演化
,

不过是以修正的形式

罢了
。

因此
,

当
,

的展开或 二 十助 二 代替以前的微分演算的时候仁这

样一来
,

事实上清楚地暴露了从
十 或 夕

, 二 十 二 或 二 十 忿

出发的那些方法的秘密
,

即它们的实际演化是以二项式定理的应用为基础的
,

因为它们一开始就对增长了的 二 用 , 十 二 ,

增长了的 用 来表示
,

从

而把单项式变为二项式 〕①
,

就会有这样一个课题 由于 二 在这里是没

有幂次的 ‘ 的函数
,

只是它的一般的未展开的表示式
,

所以要从这个未展开的

表示式自己
,

用代数方法把一般的
,

因而也就是对任何幂次的 二 的函数都适用

的展开级数推导出来
。

为了把微分演算代数化
,

拉格朗 日用了牛顿学派以及牛顿生前的泰勒的

定理作为他的直接出发点
。

这个定理实际上是最一般最概括的定理
,

同时也

是微分学的运算公式
,

即用符号微系数表示的 夕 或 二 的展 开 级 数
,

亦即

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



夕,

或 二 十 叭或 劝 十

, 闷 一 下一一 粉

劣

“

十 一弓 会 二二
劣 艺」

盛

一 一写 下万 声 人 一气二 二产
一

下 丁
一不二二一 , 艾 一代二二一

劣 。 艺 劣 生 艺 乃
十 。

这里要插进对于麦克劳林和泰勒定理的研究
。

拉格朗 日用代数方法把 二 的 展开成等价级数
,

代替泰勒的业、劣 刃
等

,

并且只让它们作为用代数方法导来的 二 的函数的符号微分表示式而存在
。

这一点以后再详细讨论
。



〔初 稿

牛顿 年生
,

年死 岁
。

《自然哲学的数学原理 》 年初

版
,

参见引理 和引理
,

注释
。

而后特别是《使用级数
,

流数的分析 ⋯》
,

年第一次出版
,

但在

年已经完成
,

而莱布尼茨于 年才获得同样的发现
。

莱布尼茨 年生
,

年死 岁
。

拉格朗日 年生
,

帝制时期 拿破仑一世 才死
,

变分法的发明者
。

《解

析函数论 》 年和 年
。

达兰贝尔 年生
,

年死 岁
。

流体论 》
,

年
。

牛顿
。

速度或流数
,

例如 二
, 夕等变量的速度或流数

,

用 活
,

夕等表示
。

例如
,

若 ‘ 和 劣 是由连续运动所产生的相关联的量 流量
,

则 份和 分 表示

它们的增长率
,

因此号就是它们的增量据以生成的增长率之间的比值
。

由于各种各样的量的数值都可用直线表示
,

所以瞬或者生成量的无限小

部分 它们的速度和这些速度所经历的无限小时间间隔的乘积
,

因此如 用 二

表示这无限小的时间间隔
,

那末 劣 和 的瞬就分别用 二忿 和 二夕来表示
。

例如 二 二 若 夕
, 之,公 分别表示

, “ , ‘ 增长的速度
,

则 夕
, 之, 忱的瞬便是

劝
,

嵌
, 二‘ ,

于是我们得到
““ , 夕 ‘夕二 “ 忱 “ 成 “ 十 二橄 “‘ 十 俨。之

因此
‘夕 , ‘之 ‘二份 护忱礼

由于 二 无限小
,

所以它会自行消失
,

就更不用说作为乘积的 俨俪 了
,

这

一丽不是出于无限小的时间间隔 二
,

而是它的 次方
。

一一卫一 一
百万 百万

。

假如 二 二 那末 俨

因此我们得到

夕 咖 加
,

或者说 邪 的流数是 咖 叽

莱布尼茨
。

假定要找的是 二 的微分
。



、 变为 二 。, 之 变为 “ “ 因此
, “ ‘ 、 ‘ 、 二 叙、 ‘ 。

如果我们从这式子中减去给定的量 麟
,

那末剩下 来 的是 作 为增量 的

耐 十叔
,‘ ’血 由无限小的 ‘ 乘上另一个无限小的 击 组成的乘积 、六

,

是一个二阶无限小
,

它的消失将先于一阶无限小 、击 和 叔 , ,

所以
,‘ 之 骊、

。

达兰贝尔
。

一般这样来提问题
。

设
二 二 ,

、 二 无

要确定 当

什么
。

这个量消失时
,

鱼于竺的值将变为什么
,

也就是说
,

心
粤的值将变为

牛顿和莱布尼茨
,

以及他们的大多数继承者
,

一开始就在微分演算的地盘

上活动
,

因此微分表示式一开始就当作尔后去找实在等价物的运算公式
。

全

部奥妙就在于此
。

如果自变量 ‘ 变为 二
, ,

那末因变量就变为
。

但是 二
, 一 ‘

必然等于某个差值
,

例如 二
。

这包含在变量概念本身之中
。

然而决不能由此

得出这样的结论 这个差值
, 劣 ,

是消失着的
,

因而事实上 二
。

它也可以

表示一个有限差值
。

可是如果我们一开始就假定
,

当 二 增长时 它 变 为 二 十 忿

牛顿的 二 在他对基本函数的分析中不起任何作用
,

所以可镇压掉
,

或者象

莱布尼茨那样
,

变为 二 二 ,

那末微分表示式就立刻变为运算符号
,

而没有显

示出它们的代数起源
。

补充 ① 牛顿
。

对要进行微分的乘积 邪
,

如果我们取牛顿的起始等式
,

那末

二 祝之 ,

二夕 , 十 忱二 十打
。

如果我们丢掉 二
,

就象牛顿在展开第一个微分等式之后自己所喜欢做的

那样
,

便会得到

夕 , ‘ 乏 ,

十 夕 , “ 公“ 十 忿二 忱之,

十 夕一 祝“ 二 忱‘ 乏肠 份礼

① 指《论微分 》底稿中的页码
,

见本文第 页
。

· ·



因此
,

由于 二 梦
,

肠之 之肠 肠之。

并且为了得到正确的结果
,

必须把 俪 镇压掉
。

那末这个要用暴力去镇压掉的项 琳 是从哪里来的呢

非常简单
,

是这样来的 的微分 夕
, 、 的微分 晚和 的微分 分

,

一开始就

是通过定义
,

当作与产生它们的那些变量相分开的
、

独立的存在而引进来的
,

并不是用任何一种数学方法推导出来的
。

我们一方面看到
,

这种预先假定
, , 或 夕

, 忿的存在具有什么样的好

处 一旦变量增长
,

我只须一开始就把二项式 夕
, 二 分 等代入代数函数中

去
,

就可 以把它们作为普通代数量来处理
。

例如当 二 时
,

我便得到
十 夕 劣 十 分

从而

夕一 “刃 二 刃

因此

二 。

这样
,

我立刻就得到下面的结果 因变量的微分等于 公 的增长
,

即 活
,

也就是等于从 二 导出的实在值 至于它在这里是个常量
,

属于偶然
,

一点

也不影响所得结果的普遍性
,

因为出现这种情况
,

只应归之于变量 ‘ 在这里

是一次幂 乘上 忿
。

如果我把这结果加以普遍化
,

那末我知道 劝
,

因为

它表明 是一个依赖于 二 的变量
。

如果我把从 二 导出的量
,

也就是增量的

实在元素叫做 厂
,

那末一般的结果便是

夕 二 分
。

因此我一开始就知道
,

因变量 的微分的等价物
,

等于自变量的一阶导函

数乘上它的微分
,

即乘上 二 或 分
。

所以一般地说
,

如果
二 ,

那末

’二 ,

或者 夕二 用 ‘ 表达的实在系数 除了因 万处于一次幂而出现常量的情况外 乘

上 九

但 , 活立刻给了我备
“ ,

而在一般情况下



誉 ’
‘

这样
,

我就给微分和微系数找到了两个进一步发展了的运算公式
,

它们构

成了整个微分演算的基础
。

此外
,

一般说来
,

由于我把先验地 ①假定的 劣
,

等等
,

或者 分
,

夕等等
,

当作 二 和 的独立的
、

孤立的增量而得到了微分演算所特有的极大好处
,

这就

是说
,

变量的一切函数从一开始就可以用微分形式来表示
。

如果我用这种方法对变量的一些主要的函数
,

如 二 , 二 士 , 二 , ,

李
, 二 · ,

一
’

一
’

一 ”一
’一

” 一 一 一
一

‘ 一 ’

一
‘ ’

‘ , 二 ,

以及初等的圆函数进行了推导
,

那末当要找

以象算术中的乘法表那样来利用它们
。

,
,

奥时
,

我就完全可
气刀 ‘心

但是
,

如果我们现在看一下事情的反面
,

那末我们立刻发现
,

原先的全部

运算在数学上都是错误的
。

我们举一个非常简单的例子 二 。

如果 ‘ 增长
,

那末它就得到一个不

确定的增量
,

因而依赖于它的因变量 也得到了一个不确定的增量 无
,

于是

我们有
十 无二 ‘ 十助 护 二 砂

,

这是由二项式定理给我们的一个公式
。

因此

无一 护 或 无一 二 二 护

所以

夕十的 一 或 无 二 十 砂

如果用 除两边
,

那末
无
于 刃 九

。

乙 “

现在令
,

就得到
劣 劣 男

, 、

无
、

无
‘

但另一万曲
,

万却变为丁 义由寸仅当 公 变为 劣 时 才 变 为 十机

所以当 变为
,

因而 二 十 又变为 二
,

即变为 二 时
, 十 无重新变为

。

因
无

此
, 尤 也将艾为 血 下

一 二

、

、、 。 。 ,

夕
二卜 、 ,

二 丫 。 。、、 、
一 ’

达 川 川 花之牙状万术衣
“ “

正伙
‘

“ 苛到

夕
。

万 从 万 一
。

①
“

先验地
”

一词
,

原文为 ’



如果我们不这样做
,

而在
十 论一 护 二 护 或 勿 的 一 二 一 护

中令 只有事先在它的原来形式中被令为 。之后才变为符号 劣 ,

那

末得到 无 十 ,

而我们所获得的唯一结果
,

是看清楚了我们的假定 当

变为 十 时 才变为 无
,

⋯⋯所以当 二 劣 十 时
, 无 ,

或者
无

但是我们绝不会象牛顿所做的那样得到

无 劣 劣 劣 劣 ,

或者按牛顿的写法得到

珍 劣活 分分

只有当 经历了通过 的地狱之行以后
,

也就是说
,

在 二 一 。 或 二 一 二

这个差值
,

因而 一 抓 二 十的 一刃这个差值也被减少到它们的绝对最小表

示式 二 一 。 二 和 红一 以后
,

才能化为 沽
,

从而 秃化为 乳

但由于牛顿不是用数学推导来确定变量 二
,

等等的增量
,

而是立刻给它

们打上了微分 分
,

夕等等的标记
,

这些增量就不能 二 叭 否则结果势将为
,

因

为用代数表达的话
,

一开始令这些增量
,

就象上面在等式
十幻 一 二 二 十 护

中一样立刻令 等于 。
,

所以 无
,

从而最终就会得出 。二
。

在用除法使 二

的一阶导函数
,

即这里的 , ,

从因子 那里解放出来之前
,

也就是在获得

丛乒竺 二 二 十

之前
,

是不允许将 化为零的
。

只有在这以后
,

有限差值才能被扬弃
。

因此在

我们能够获得微分

勺 劣

之前
,

原来就必须先导出微系数
。

一 万 — 一 自 涯
尸

八

刃

所以没有其他办法
,

只有把变量的增量 想象为无限小增量
,

并赋予它

们以独立的存在
,

例如在 分
,

夕或 二 ,

等等符号中那样
。

然而
,

无限小量和

无限大量一样
,

也是量 无限这个词实际上只意味着不确定地小
,

因此这些
, 二 或 夕

, 分等等在计算中也起着和普通的代数量一样的作用
,

并且在上述

等式
夕十 无 一 或 论 二 二 二 二



中
, 二 具有和 二 , 一样的存在权利

。

但是最使人惊奇的是用暴力把它镇

压掉的那个理由
,

恰恰在于利用了无限小概念的相对性
。 二 要镇压掉

,

因

为它与 二 相比
,

从而也与 二汉二 或与 二忿 相比是无限小 ⋯⋯

或者
,

如果在

夕二 忱 之、 公之

中
, 忱云由于与 咖 和 抓 相比是无限小而被镇压掉

,

那末在数学上只能这样来

补救
,

那就是认为 咖 十 ’是人们愿意怎样逼近就能怎样逼近的一个近似值
。

这样一种技巧在普通代数里也会遇到
。

但这时就出现了一个更大的奇迹
,

即

通过这种方法得到的
,

绝不是用 二 表达的导函数的近似值
,

而是它的严格的准

确值 尽管象上面那样仅仅符号上是正确的
,

象在

夕二 劣分 溶

这个例子中那样
。

如果我们在这里镇压掉 溶分
,

那末就得到

夕 劣分

和
。

几 一 山击 ,

劣

正如二项式定理 已经表明的那样
,

这是由 护 正确地导出的第一个函数
。

但这奇迹并非什么奇迹
。

如果通过暴力镇压掉 泊无而得不出准确的结果
,

那倒真是奇迹了
。

因为镇压掉的只是一个计算误差
,

而它却是这样一种方法

不可避免的结果
,

这种方法把变量的不确定的增长
,

例如
,

立刻作为微分 二

或 忿
,

作为现成的运算符号引了进来
,

从而在微分演算中一开始也就获得了一

个独特的
、

不同于普通代数的计算方法
。

我们所应用的代数方法的过程
,

一般可以表述如下
。

设给定 二 ,

那末首先演化出
“

预先导函数
” ,

我们称之为 二

卜会
,

或会
。

从这等式得出
刁 二 刁二

。

因而也得出

盯 二 二 刁‘

因为 二 , 刁 叮 二
。

通过令
, 一 劣 ,

因而
, 一 ,

我们得到



需
一厂 ‘ ’

。

于是

’劝 介

所以也得

叮 劝 厂 劝面
因为 二 , , 。

如果我们一旦演化出

那末

不过是 的微分表示式而 已
。

叮 二
, , 刁 ,

劝 ’动 二

如果 二 变到 , ,

那末
一 二 刁‘

由此得出下列结论

刁, 二 一 二 二 一 刁二 二 二

,

所以
, 刁 这个 从 和 ‘ 之间的差值被肯定地表示时

,

它是 ‘ 的增量 因为当重

新从 劣 中减去它时
, 二 就回到了其原来状态

,

即回到了 二
。

因此
,

这个差值可用两种方式来表示 直接作为增长了的变量与其增长前

的状态之间的差值
,

这是它的否定表示式 肯定地把它作为增量 ①
,

作为结果
、

作为对于尚未增长时的 二 的增量
,

这是肯定表示式
。

我们将会看到
,

这种双重解释在微分演算历史中起了什么样的作用
。

二 , 二 刁二
。

二 ,

是增长了的 本身
, ‘ 的增长没有和它相分开 。

,

是 ‘ 增长的完全不

确定的形式 这形式把增长了的 二
,

即 二
,

同增长前的原来形式 ‘ 区别了开

来
,

但是这形式并没有把 ‘ 同它的增量本身相区别
。

因此
, 二 、 和 ‘ 之间的关

系只能否定地作为差值
,

即作为 二
, 一 来表示

。

与此相反
,

在
劣 劣 刁劣

中

差值是肯定地作为 二 的增量来表示的
。

① 马克思在这里用铅笔加上了
“

或减量
” 。



因此 二 的增长不是作为差值
,

而是作为处在原来状态中的 二 本身 它

的增量的和式来表示的
。

从技术上来表述时
, ‘ 将从单项式变为二项式

,

凡是原函数中有 ‘ 的

任何幂次出现的地方
,

都要用 ‘ 自己和它的增量组成的二项式来代替增长了

的 二
,

一般地说
,

用二项式 二 十
’
来代替 洲

”。

这样
, 二 的增长的展开事实上

就是二项式定理的简单应用
。

由于在这个二项式中 二 是第一 项
, 刁二 是 第二

项 —这是由它们的相互关系本身所给定了的
,

因为在增量 刁二 产生之 前 二

就必须已经存在 —所以事实上用二项式只是导出了
, 的一些函数

,

而 刁二

则以升幂方式出现在它们的旁边作为因子
,

并且 刁二 的一次幂即 刁护
,

应该是

展开级数第二项的因子
,

即由二项式定理导出的 ‘ 的一阶导函数的因子
。

当
二 以二次幂给定时

,

就立刻可以看出这一点
。

护 将变为 二 刁二
“ ,

这无非是
二 十 刁二 和它自己相乘而给出 护 二刁二 十 刁护

。

这就是说
, ‘ 的原函数应该

是第一项 护 的一阶导函数
,

即这里的 二 ,

和因子 刁二
‘
一起构成第二项

,

而在

第一项中 刁二 仅以 刁护 的形式出现
。

所以导函数不是通过取差值而是通

过应用二项式定理即通过乘法找到的
,

并且正是因为增长了的 二
,

本身一开

始就表现为二项式 二 十 刁二 的缘故
。

虽然在 劣 十 刁二 中
, 刁二 就其大小而言是不确定的

,

象不确定的变量 ‘

自己一样 但是 刁二 作为与 二 有区别的
、

与之相分离的量又是确定的
,

如同胎

儿与怀孕前的母亲并列着一样
。

二 刁二 不只是不确定地表明 二 作为变量有所增长
,

而且它表明 二 增长了

多少
,

即增长了 刁二
。

二 从不显现为 二 当应用二项式定理
,

也就是把 二 十 刁劣 代入 劣 的一

定幂次中而找到了导函数的时候
,

整个演化就围绕着增量 刁。 进行
。

只是在

左边
,

当 卫云竺中的 山 变为

刁劣

时
,

它最终又以 劣 一 劣 的形式出现
,

以致

一 丛 二墅 业
劣 一 刃 刁劣 “

所以寓于
, 一 二 中肯定的一面

,

即 二
,
之变为 二 ,

决不能在演化中

出现
,

因为 、
、

本身决不会出现在展开级数的一边 这样
,

微分演算的真正秘密

也就决不会暴露出来
。

如果 夕 劣 且 二 二 十 刁二 ,

那末我们可以说
,

在这个方法中 的



展开解决了找导函数的问题
。

二 刁劣 二 ,

因而 十 刁 , 。

刁二 在这里只能以 刁二 二 , 一 。 的形式

出现
,

也就是以 二
,

和 劣 的差值这种否定形式
,

而不是象在 二
, 二 劣 十 刁二 中那样

作为 的增量那种肯定形式出现
。

在这里
,

增长了的 二
,

即 二
,

有别于增长前的它本身
,

即有别于 二
,

但
二 ,

并不是作为增长了 刁二 的 二 而出现的 因此 劣
,

实际上完全象 二 一样 是 不

确定的
。

再者 正象 二 出现在一个原函数中一样
,

作为增长了的 二 也就出现在

由于这个增长而变化了的原函数中
。

例如 二 出现在函数 护 中时
,

构就出现在

函数 对 中
。

以前
,

在原函数中凡有 ‘ 出现的地方
,

都用 二 刁二 来代替
,

从而

由二项式定理完全现成地得出了导函数
,

尽管这个导函数附有因子 刁二
,

而且

是作为附有 刁护 等等因子并用 二 表达的其他各项的先行者出现的 而现在
,

从 对 也就是从增长了的 二 的单项式这一直接形式中
,

就象从 护 中一样
,

是直

接推导不出什么的
。

但是由此给出的是差值 州 一 护
。

我们从代数学知道
,

所

有形如 护 一 妒 的差值都可用 二 一 除尽
,

在现在的情况下就是可用 二
, 一 二

除尽
。

所以用 二
, 一 去除 对 一 护 而不是象以前那样让 二 刁二 按函数的给

定幂次自乘若干次
,

我们就获得一个形如 二
, 一 的表示式

,

不管 二 的原

函数是多项式 即含有 ‘ 的不同幂次
,

还是象在我们这例子中那样是单项式
,

在这里都不会有什么改变
。

通过除法
,

这个 二
, 一 。 变为左边

, 一 的分母
,

因而产生了黔专这个用抽象的差值形式表示的函数的差值和自变量
‘ 的差

值之比
。

要把用 二
,

表达的函数和用 ‘ 表达的函数之间的差值分解 成都含有
二 , 一 二 作为因子的各项

,

就要根据 ‘ 的原函数的性质
,

或多或少用到一些代

数技巧
,

不会总是象在 对 一 护 中那样容易
。

但这在方法上并没有什么改变
。

凡是原函数按其性质不能直接分解为 二
, 一 二 的地方

,

如 , 二 , 两

个依赖于 劣 的变量 , 就是这样
,

帆一 , 便出现在因子

击
中
。

再者
,

用

二 , 一 二 去除两边而在左边把它消掉以后
,

如果在 中还保留有 二
, 一 二 的话

例如对 扩 求导时
,

我们求得

二趾 二 扩
劣 一 劣

劣 , 一 劣 、一
,

己 一

一
一二 , 二二 一 份 一 乙

乙

若在这里令 二
, 一 二 ,

则得

,

、

、‘声

二 劣
‘ 一 , 一 — 叹 一

‘ 十

,

二 , 一 一 毛
“



那末象在刚才引用的例子中那样
,

总是只能这样做 通过令 二
, 一 二 来使它

消失
,

从而在它的位置上总会留下一个肯定的结果
。

换句话说
,

在 中还保

留下来的 二
, 一 二 是不可能作为因子 作为乘数 与 的其他成份联结在一起

的
。

不然的话
,

就可把 尸 分解成 尸 二 夕 二
, 一 司

,

而由于已令 二 一 二
,

它就

分解成 夕
·

叭因而 尸
· ·

⋯

如果 护 从而
、二 对

,

那末一阶有限差值 对 一 护 就演化成
, 一 二 , 一 二 尸 ,

于是

赵〔 跳 二
。

劣 一 劣

这个由 二
,

和 二 组成的表示式
,

也就是一阶有限差值 的导 函 数
,

其 中
, 一 二 象高次幂 二 , 一 二 等等一样 已被消去

。

因此 , ,

和 二 只 能结合在 象
十 二 , 二声

,

令
,

甲丽等等这样一些肯定的表示式中
。

所以如果现在令‘ 劣 ,

那末这些表示式就相应地变为 二 ,

护
,

普或
‘ ,

寸丽或
二 等等

,

而 只 是 在

二 , 一 劣 作为分母的左边才出现 。
,

因而才出现符号微系数等等
。



〔续 稿 〕

续 页 ①
。

我们原先把 二
, 一 。 二 刁, 当作差值 , , 一 二 的表示式 这个差值在这 里 只

是在它的形式上作为差值而存在 正象当 为 二 的因变 量 时
,

通 常都写 成
, 一 。

通过令 ‘
, 一 二 二 刁‘ ,

我们就给了这个差值一个与它本身不同的表示

式
。

即使用的是不确定的形式
,

我们还是把这个差值的数值作为与这个差值本

身不同的量来表示
。

例如 一 是 和 的差值的纯粹表示式 但是 一

是用 右边的 表示的差值 因而在肯定的形式中
,

它 已经不再作为差值

当减法已做完
,

差值已算出
, 一 二 就给我提供了 二 十 。

第二个 在这

里以原来的 的增量的肯定形式出现
,

因而直接以一个与差值形式相对立的

形式出现
。

正如 一 。 , 十 。 ,

其中 。表现为 的增量 又如 二 一 二

刁‘
, ‘ 二 刁劣 ,

其中 刁, 直接表现为 , 的增量
。

原先仅仅设置 二 一 二 二 刁二 二 某个东西的做法
,

也就设置了代替差值形式

的另一个形式
,

即和的形式 二
, 二 二 刁二 ,

同时把只表示差值的 二 一 二 看作是

这个差值的
,

即量 刁, 的数值等价物
。

同样
,

从 ‘
, 一 二 二 刁劣 可以得到 , , 一 刁二 , 。 这里

,

我们在左边又有一个

差值形式
,

但这是作为增长了的 二
,

和它自己的
、

独立地出现在它旁边的增量

之间的差值形式
。 二 和 二 的增量 刁二 之间的差值是这样的一个差值

,

它虽然

不确定
,

但现在已表示 二 的一个确定值
。

然而如果从神秘的微分演算出发
,

在那里 二
, 一 二 立刻以 二

, 一 二 , 的形

式出现
,

又如果一开始就把 修正为 刁二
,

那末这就是从 。
, 一 二 刁二 出发

,

因而也就是从 二
, 二 二 十 刁二 出发 但是这式子本身又可以转变为 二 十 刁二 二 ,

以致 二 的增长又获得不确定的形式
, ,

而且作为这样的增长直接出现在微分

演算中
。

这就是我们所应用的代数方法的出发点
。

从这些简单的形式上的差别
,

立刻产生了对待微分演算的一个根本差

别
。

这个根本差别
,

我们在分析达兰贝尔方法时已经详细指出过 见所附的几

张活页
。

这里只是一般地作些评述
。

① 指微分演算的历史发展过程《初稿 》中的页码
,

见本文第 页
。



如果差值 二 一 二 因而
, 一川立即作为它的对立物

,

作为 和 式 二
、二

劣 刁二 出现
,

因而其数值大小立即以增量 刁二 的肯定形式出现
,

那末当在用 ‘

表达的原函数中处处以 二 十 刁二 代替 二 时
,

就要展开一定幂次的二项式
,

而 丸

的演化便变为二项式定理的应用
。

二项式定理无非是一次的二 项 式 自乘

次后所给出的表示式的一般表述
。

因此
,

如果我们一开始就把差值表示为它

的对立物
,

即表示为和式
,

那末乘法就成了 二
,

即 二 刁劣 的演化方法
。

由于在一般的表示式 二
, 二 刁二 中

,

处于肯定形式 刁
,

即增量形式

下的差值 二
, 一 二 是这表示式的后一项或第二项

,

所以
,

一旦用 表达的原函数

换成用 二 刁二 表达的函数
, 二 就是它的第一项而 刁二 是第二项

。

但是我们从

二项式定理知道
,

这第二项附在第一项的旁边只表现为升幂的因子
,

表现为乘

数
,

因而用 二 表达的 由二项式的幂次决定的 第一个表示式的因子是 刁, ”

,

第二项的乘数是 刁劝
,

第三项的是 刁幻 等等
。

因此以增量的肯定形式

表示的差值
,

只是作为乘数而出现
,

而且第一次实际上作为乘数而出现 由于

刁二 “ 是在二项式 二 刁二 ‘ 展开的第二项中
。

另一方面
,

如果我们现在来看用 劣 本身表达的函数的展开
,

那末二项

式定理就为这里的第一项 二
,

给我们提供了一连串导函数
。

例如
,

如果我们有
二 十 盛 ,

在这代数二项式中
,

是 已知量
, ‘ 是未知量

,

那末我们得到

沙 十 沪
,

因此
,

处于第二项中的
、

并以 的一次幂为其因子的 护
,

是 ‘ 的一阶导函数
,

或者用代数方法来表述 如果我们有二项式 ‘ 十
生

的未展开的表示式
,

那末

它的展开级数给我们提供了 护 作为 沙 的第一个增长 作为它的增量
,

这

个 妒 是作为 的系数出现的
。

但如果 ‘ 是个变量
,

且我们有 二 砂
,

那

末这函数将由于它的增长本身而变为 二 ,

或者在第一种形式下变为
‘ 二 二 刁二 二 二 刁, 。

在普通的代数二项式 二 中
,

扩 是作为这二项式的第一项给出的 而在变

量 二 的二项式表示中
,

亦即在 二 刁 中
,

这 砂 现在就显现为在 二 增长并且

变为 。 十 刁二 之前用 二 表达的原函数的再生产
。

由二项式定理的本性
,

我们一

开始就很清楚
,

如果 砂 变为 二 十 二 二 十 盛 ,

那末 十 盛

的第一

项等于 沙
,

亦即必须 用 二 表达的原函数 二 盛
必须包括两部分

,

即用 二

表达的原函数 这里是 护 因 沙 变为 二
怪

而得来的一切附加项
,

因此二

项式 二
‘

的第一项 ⋯ ⋯

再者
,

二项式展开的第二项 护 立刻完全现成地给我们提供了 沙 的

一阶导函数
,

即 护
。

所以这种推导是通过



二 刁劝 二 二 刁劝
‘

的展开而获得的
,

是通过把差值 二
, 一 二 一开始就表示为它的对立物

,

表示为

和式 , 」, 而获得的
。

所以由于 ‘ 增长而从 获得的 二 十 刁二 或
,

的二项式展开
,

给我

们提供了一阶导函数
,

它是 二项式级数中 的系数
,

而且就在二项式展开的

开头
,

即在其第二项中
。

因此
,

这种推导决不是通过取差值得来的
,

而是直

接通过把 二 十 或
,

展开成一个确定的
、

由简单乘法产生的表示式而得来

的
。

因此这方法的关键
,

在于把不确定的表示式
,

或 二 展开成确定的

二项式形式
,

而绝不是把 二
, 一 二 ,

从而也不是把
, 一 或 二 一 劝作为

差值来加以展开
。

由于我们立刻得到
二 刁劝 , 刁劝 沙 十 护刁二 护刁护 十 二刁, “ 十 刁扩

,

所以这方法中出现的唯一的差值等式
,

如果我们把它写下的话
,

就是
劣“刁劣 十 劣 刁劣 ”十 劣刁男“ 刁劣 一 劣‘

,

也就是把级数开端的原函数 砂 在后面重新减掉
,

于是在我们的面前就出现一

个增量
,

它是用 二 表达的原函数通过二项式展开而得到的
。

因此牛顿也是这

样写的
。

所以我们得到增量

护刁劣 劣 ,刁劣 , 十 劣刁劣 ” 刁劣
,

原函数 沙 的增量
。

因而我们在对立的一边就不需要任何一种差值了
。

当

或 劝 淤

时
,

相应于 ‘ 的增量有 的增量
。

因而牛顿也立刻写为

勿
,

在他那里是 夕 护活
。

此后的整个演化
,

就在于把完全现成的导函数 护 从其因子 口二 和各

相邻项那里解放出来
,

从其环境中摆脱出来
。

所以这个方法不是演化法而是

解脱法
。

作为一般表示式的 的微分
。

首先我们指出
, “

导函数
”

这个概念作为符号微系数的逐次实在等价物
,

是

微分演算原先发明人及其最初继承者们所完全不知道的
,

事实上是首先由拉

格朗日引进的
。

在前者那里
,

只有因变量例如 才显现为 二 的函数
,

它完全

相应于函数的原来代数意义
,

这种函数最初用于未知量多于方程个数的那些

所谓不定方程
,

所以在那里随着 劣 取不同的值
,

例如 也就取不同的值
。

但在

拉格朗 日这里
,

原函数是应予微分的
、 二 的确定的代数表示式 因此

,

如果 或



了二 扩
,

那末 护 是原函数
,

护 是一阶导函数等等
。

所以为避免混乱起见
,

应把因变量 或者 二 称为 ‘ 的函数
,

而相反地把拉格朗日意义下的原函数

称为用 劣 表达的原函数
,

并相应地把那些
“

导
”

函数称为用 ‘ 表达的
“

导
”

函

数
。

在代数方法中
,

我们首先演化出预先导函数或有限差值之比
,

而后才由

此导出最终导函数
‘。

在这个方法中我们一开始就知道 劣 ,

所以

叮 二 匕 刁
,

因而反过来 刁 叮 二
。

于是首先要演化的
,

恰恰是 盯 二
,

即

了二 的有限差值
。

我们求得

二卜会
,

所以会
二 。

因而也得

刁 二 ’ , 刁二 ,

并且由于 勿 二 叮 二
,

所以

叮 二 二 刁二
。

这微分表示式的进一步演化
,

给我们最后提供了

叮 二 二 二 ,

它不过是以前演化得到的有限差值的微分表示式而 已
。

在普通方法中
,

或 , 二厂 二 二

根本不是演化得来
,

而是如上所见
,

只是把由二项式 二 刁二 或 二 十 二 完全

现成地提供的厂 二 从它的因子和相邻各项那里解脱出来
。
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〔达兰贝尔方法分析 〕

关 于 极 限」

二

二 十 “ 二 护 加 十 二

二 十 句
“ 一 护 吼 护 护

了劣 十 “ 一 “

一 买一一 扮
‘

础九 十叭

如果 变为
二 一 二

或

,

那末
劣 一 劣

下 玖 而其右边 护
,

因此

劣
劣 。

二 尸
, 二 川

, 一 对 一 州 二 一 幻 斌 二 十 沪

二 劣 劣勺
一

或
份
。

劣
二一势

一

跳

劣
劣 。

如果我们令 二
, 一 二 ,

那末
二 , 一 劝 斌 十 从二 护 对 十 护

因此

旱
· 劣釜 ‘ ‘ ‘ “。

在 中
,

的系数不是象上面 厂那样的现成导函数
,

而是 户 所以用 去
。韶

、

石 认
。品 山 丫 曰 斋 曰

阵 阴理
,

争 山浏也刁
、

正 王之恋”川正

粤或 会
一 、 十 ‘

】‘ 十 ‘ ’

,
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等等
,

等等
。

如果在 的另一边
,

即在
二 十 一 劝 一

劣 ” 十 劣 十 解

中
,

我们从这样一种想象出发
,

以为右边 的值越减少
, 男 肥 这两项的值

就会越加减少
,

因而整个右边的值 二 ” 二 护 也就越来越接近于值 二“ ,

那末我们必须补充一句 无论什么时候都不会同它相吻合
。

这样
, “

就成为级数 二“ 二 十 护 能够不断接近
,

但永远不能达到
,

因

而更不能超过的一个值
。

在这个意义下
,

护 就成为级数 劣 ” 二 尔 的极

限值
。

另一方面
,

量煞华 或粤二琴也将随着分母 , 的减少而越来越 减 少
。

四
’

生 劣 一 刃 山 ’
’

祖
’

目
’“ 目 切 “洲 ’ 卜 “ ” 。

但因
一

鳖鉴里是 二 ” 二 十 护 的等价物
,

所以这一级数的极限值就是它固有的
二目 ‘ 一

’

一
‘“ ’ ‘ “ 目 砂 了

’声 ’“习 ” ,

必心 认私
“ ,

‘

淋 入以似
“

“
阴 目 沙

极限值
,

正象在同样意义下这个极限值就是与它等价的级数的极限值一样
。

但是一旦我们令 二 ,

那末右边的各项就此消失
,

而使 二 成为右边的

值的极限 护 现在是 妒 的一阶导函数
,

因而 ’二
。

作为 广 二 它表明 从

它又可以导出
‘ 二 在当前情况下 二 等等 因而增量 二 或 妒 不等

于从展开 二 妒 而得到的那些增量之和
。

假如 二 本身是 一 个 无 穷级

数
,

那末从它展开而得到的增量的级数自然也是无穷级数
。

而在这个意义下
,

一旦我把展开得来的增量的级数截断
,

就变为它的展开的极限值
,

从而在这里

就变为一个通常代数或通常算术意义下的极限值
,

正如一个无限十进位小数

的展开部分是它可能的展开的极限
,

是一个在实践或理论中够用了的极限
。

这

和第一种意义下的极限值绝无共同之处
。

在这里第二种意义下的极限值可以随意使之增大
,

而在那里则只能减少
。

再者
,

只要 在减少
,

一 一

劣 一 劣

只会接近于表示式号后者是它永远达不至。而更不能超过的极限
,

在这情况下

可以把号看作是它的极限值
。

但是一旦
夕 一
变为 会

,

后者就不再是 一

的极限值
,

因为后者

本身在它的极限中已经消失
。

关于它先前的形式
一

或
一

礼 一 劣
, 我们只能
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说
,

号是它的绝对最“
、表示式

,

孤立地看
,

这个绝对最小表示式不是一个数值

表示式 但是现在号或斋有
劣 即 劣 在其对面作为它的实在等价物

·

这样一来
,

在等式

令恤刹 。 ,

的两边
,

没有一边是另一边的极限值
。

它们彼此并没有极限关系
,

而只有等价

关系
。

如果我有粤
二 ,

那末既非 是粤的极限 亦非粤是 的极限
。

一个量的

值 它的值的极限这种说法
,

只能导致淡而无味的同义反复
。

因此
,

极限值概念是可能被曲解的
,

而且经常被曲解
。

应用到微分等式

时
,

它是为令 二
, 一 二 或 作准备的

、

并使之易于想象的手段
,

是来源于最

初神秘的和故弄玄虚的演算方法的一种幼稚行为
。

在微分等式对曲线等等的应用中
,

极限值概念确实有助于几何上的直观

了解
。
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达兰贝尔方法和代数方法的比较

我们把达兰贝尔方法同代数方法作一 比较
。

二 或
“

二 二 或
, 二 “ 护 二吼 ‘护 十 护

二 十 一 二 或
, 一 护 ‘护 十 护

、 二 一 二 、 一 。 , 。 ,

些兰 兰兰奋
一

或 卫气毕
一

护 二 护一 一 ’一
’

一
’“

”
“ ’

当 时
,

、
、

。 , , , 。八

资 或 号终 二 二 。

一 ‘ 劣

或 夕 ‘

二 或
, 二 川

‘ 一 二 或
, 一 全一 二

“ 二 , 一 二 二呈 , 二 十 二

、 一 劝
叼 一不石万花

一 从
丛二丛 二
男 一 劣

十 跳劣 护
。

如果 二
,

变为 , ,

那末 二
, 一 二 ,

因此

号或 鲁
劣 , 劣气

在两种方法中
,

这样一点是相同的 如果自变量 劣 增长
,

那末因变量 也

增长
。

整个问题在于如何表示 ‘ 的增长
。

如果 二 变为 二
,

那末 , , 一 , 刁二

这是一个不确定的
、

可以无限缩小而总是有限的差值
。

刁二 或 是 二 增长的增量
,

因为
二 , , 十 刁, ,

但也可以反过来 , 刁男 或 二 二 二

历史上微分演算是从 出发的
,

也就是说从下面一点出发的 差值 刁劣 或

增量 两者都表示同一个东西
,

一个是否定地作为差值 刁二
,

另一个是肯定

地作为增量 在量 二 的旁边独立地存在着
, ‘

它就是 男 的增量
,

表示 ‘ 已增长
,

而且增长了
。

由此一开始就得到了好处
,

那就是一旦这个变量增长
,

那末相

应于这个一般表示式的变量的原函数
,

就可用一定幂次的二项式来表示
,

因而

二项式定理一开始就可应用于它
。

事实上在一般的一边即左边
,

我们已经有

一个二项式
,

即 二 刁‘ 或
, 。

神秘的微分演算立刻把 二 十 刁劝 变为 , 劝
,

或者在牛顿那里变为
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二 十 方
。

这样一来
,

我们在右边即代数的一边也立刻得到了用 , 十 二 或 二 十 忿

表达的二项式
,

而后它们就被当作普通的二项式来处理
。

把 刁二 变为 二 或 才

的这种做法
,

数学上不加拒绝而先验地 ①假定下来
,

所以后来把二项式展开的

一些项神秘地镇压掉就成为可能
。

达兰贝尔从 二 二 出发
,

但是他把这表 示 式改 正 为 二 刁二 或者
二 十 现在需要有一个使 口二 或 变为 二 的演化

,

而这也就是实际所发生

的全部演化
。

不管是错误地从 十 二 出发
,

还是正确地从 ‘ 十种出发
,

把这个不定二

项式代入 劣 的给定的代数函数中
,

它就变为一个具有一定幂次的二项式
,

犹如

在 中代替 护 出现了 二 十
“

并且实际上就变为这样一个二项式
,

它在一

种情况下以 二 而在另一种情况下以 作为它的后一项
,

因而在展开中也只

是作为因子外在地依附于那些通过二项式导出的函数
。

因此我们在 中立刻现成地找到了 护 的一阶导函数
,

它就是 护
,

就

是级数第二项中附有 的系数
。

从此以后
,

妒 ’ 二 就不再改变
。

它本身

决不是通过任何一种微分过程推导得来的
,

而是一开始就由二项式定理所提

供的
,

并且确是因为我们一开始就把增长了的 劣 表示为二项式
劣 刁劣 劣 ,

即表示为增长了 的 , 。 现在的整个课题
,

就在于使这个似乎不是处于发育

之中而是完全现成的 二 ,

从它的因子 及其他各附带项那里摆脱出来
。

在 中则与此相反
,

增长了的 , ,

进入代数函数在形式上完全象 , 原

先进入其中一样 变为 州
。

通过相继 次而且两次性质完全不同的微分运

算
,

才能最后得到导函数 ’
。

在等式 中
,

差值 二 一了二 或
, 一 确实为符号微系数的形成

做好了准备 对于实在微系数来说
,

这个差值除了使它从级数的第二位移到

第一位
,

因而使它得以从 无那里解放出来而外
,

没有任何改变
。

在 中
,

我们两边都得到差值表示式 在代数的一边
,

对差值作这样的

演化
,

使得
, 一 作为因子出现在一个用 二 和 二 表达的导函数的旁边

,

而

这个导函数是用 ‘
、一 去除 州 一 妒 得到的

。

只有差值 对 一 护 的存在才使得

有可能把它分解成两个因子
。

由于
刃 一 ,

所以 对 一 护 分解成的两个因子也可 以写 成 对 丸二 十护
。

这 表 明 了 与

①
“

先验地
”

一词
,

原文为
。
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的一个新的差别
。

本身作为预先导函数的因子
,

通过差值 对 一 护 演化

成两个因子的乘积才被推导出来的 而 作为
“

导函数
”

的因子
,

如在 中

那样
,

则是在任何一个差值形成以前就已现成地存在着的
。

至于从 二 变到 二

的不定增长采取与 二 并列的因子 这种分离的形式
,

在 中一开始就被假定

了下来
,

在 中则是 由于 二
, 一 二 二 通过推导而得到证明的

。

在 中虽

然一方面是不确定的
,

但另一方面
, ‘ 的不定增长已显现为一个固有的量

, 二

就增长了这样一个量
,

因而它能和 二 并列地出现
,

就这一点而论
,

却又是确

定的
。

在 。 中
,

现在要把 二 从它的因子 那里解放出来 这样
,

我们在左边
得到卫要声 或立竺上丛二逛丝

,

也就是得到微系数的一个仍然有限的表示式
。

’

盈可工 ,

从
’
山枷‘心

’

可 工 , 以小肚
目 , ’ 角丫曰 式 目 , 认 门

“少、“

。 口 十二 、。 ’、 。 。
、 二 一 ,

二 、 、 。
但另一方面

,

当我们把 二 代入些一会
卫 从而使它变为资 二

一

苏圣时
,

我
一

’ ‘ ,

目
’ 一 ’ 、产 、 、 ” ’

人 子 刃 ” ’

构

们在 中一边得到符号微系数
,

另一边得到 劝
,

它在 中已现成地存

在
,

而现在则摆脱了其余各项而单独地出现在右边
。

积极的演化只发生在左边
,

因为符号微系数是在这里产生出来的
。

在右

边
,

这个演化仅仅在于使 中已通过二项式找到的 二 护
,

从它原先的

附属物那里解放出来
。

之变为 或 二
, 一 二 二 在右边只具有这种消极的意

义
。

在 。 中则与此相反
,

通过 二
, 一 除两边

,

首先得到一个预先导函

数
。

最后在 中
,

由于肯定地令 二
, 二 二 ,

就得到最终导 函 数
。

然 而 这个
二 二 同时意味着令 二 一 二 。

,

因而使左边有限的比值兽半变为粤或奥
。

一 ’
一

‘ 一“ 。 一只 、 一 ‘
’ 一 ’ ’二 ’

人一 门 ‘
一

叭囚
““睁 一 劣 人月 钠 劣

“

在 中象在神秘的微分法中一样
, “

导函数
”

很少是通过令 二
, 一 二 二 或

二 而找到的
。

在这两种情况下都是为一开始就现成地出现的 ’劝 扫除掉

附带的各项
。

不过
,

现在数学上是正确的
,

而在那里则采取了一次政变
。
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达兰贝尔方法分析的又一例〕

现在我们根据达兰贝尔方法来进行演化
, 或 沪

或 、‘ ‘ 刃 , 。

夕 ‘ , ,

’ ‘ , 。

, ‘ “ ,

、 一 ‘ ‘ ’一 , ‘ , , 一 ,不“ ‘ ,

通过二项式定理
,

导函数在这里 已经现成地作为 的系数
,

’ 助 一厂的
。 二 。 二

—
一 肠 月 心。

九

通过除法
,

就使在 中已现成地给定的 , 二 二 从它的因 子 那 里

解放了出来
。

生

垫生丝上立业
、

一

锐 一 倪 或首
几万

。 。

亩 一 肠
锐 ’

将等式 中 , 的值代入这个式子
,

就得到

。 , , , 、

共丝
一

〔刃 刃 ,

杯 一 ” 、 一
。

由于在 中 要对 ‘微分
,

所以
‘ , 一 ‘ ,

或 , 一 二 ,

因为 , 是自变量
。

于是
,

率 柳 二
’

肠肠

这是从 的 或 护 得到的
。

‘ 或 二 二 。二 , ,

二 十的 二 二 十
“ , 十 , ,
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二 一烈劝 二 十 ‘ ’一 妒 一 、
二 劣“ 十 劣 劣 “ 一 “

十 劣 芯 艺 劣九 芯 一 男‘ 二

扩 劝 二 砂 尸
,

, 十 一 劝 二 二 ’ 二 十 二 十 护
。

如果我们现在令前面的
,

那末在右边

令或会
’ ‘ 。

但是导函数 护 十 二 已经现成地包含在
, 二 “ 二 十 ”

中
,

因为这个式子给出了
, 十 劣 ” 十 劣无 劣“ 十 劣 护

。

于是

沪 十 护 二“ 十 二 十 二 十 解 护
。

导函数 已经显现为 的现成的系数
。

所以这导函数不是通过取差值
,

而是通

过将 二 增长到 二 十 ,

也就是通过将 护 十 护 增长到 二
” 二 十 ’

而得到的
。

它简直是这样得到的
,

即当‘ 变为 二 时
,

我们在另一边得到一个具有

一定幂次的 二 的二项式
,

其第二项
,

即带有 的一项就完全现成地包含了
, 的导函数或 ’ ‘

。

所有后面的手续
,

只是为了使一开始就这样给定的 ’二 从它自己 的 系

数 和所有其他各项中解放出来
。

等式
二 一 劝

提供了两点 首先
,

作为 二 的差值
,

最初作为 叮 二
,

得到左边的分子 但

在右边它只具有代数上的好处
,

那就是从 二
“ 二 十 的产物中去掉用

二 表达的原函数 沪 十 护
,

等等
。

我们还是再继续下去
。

对于 我们已获得了

斋
“、 ”

而对于 已获得了
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卒
二 十 ,

刃

二。 二 。办
、 。 肠 、益 二。中

如果我们用嚣去乘器
,

那末

斋
·

斋 鲁
,

、

、 , 。 比二协
二、 , 二 , 。介 枷招 。

、

、 , 。 铭 二 。
、

廿 、 。
、 。

这正是所要找的东西
。

若我们把找到的谎和云幸的值代入其中
,

则得

。 。 , , 、 , 。 , , 。
,

、

嚣
‘ “ ‘ “ ‘“ ,

因而
,

一般地说
,

如果我们有

, 二 肠 ,会架
, 倪 ·

会扛旦会王
,

那末

, 叮 二
矍

一

关 或 弓冬 二 二号井乙 卫兮拌
。

‘ 男 劫 劣 一 劣

如果现在我们在等式 中令 二 ” , 一 , ,

在等式 中令 , 一 二 ,

那末

事情就会是这样
夕或 二 , , ,

、 ‘ , 一 。 , 二 , 一 、 ” 、“ 二 , , 一 、 , , 一 , ” ,

名 , , 一 ‘ 一 二 、 。 , 一 , 、、 一 二 、 , 一 二 一 ,‘” ,

因此
‘ 、 一 , 一 名 ‘ 二 , 一 , 二 , 一 二 ’ ,

, , 一 ‘ 一 ‘ 。 八
, , 。 , , ,

—
云不丽一 一一 一

”肠 甲 “ 、“ ‘ 一 肠 “

因而如果 、 一 , 在第一项中
,

那末

享
、‘ 。二 、

。

仆份

这表明
,

如果一开始 ‘ 就变为 二 十 、 , 一 二 ,

以致它的增量显现为在

右边确定的二项式的肯定的第二项
,

那末通过二项式定理得到的附有 , , 一 ’

或 的第二项
,

立刻就是所要找的系数
。

如果这第二项有好几项
,

象
劣 ‘ ,

它变为 ‘ 无
“ 二 ’ ,
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或
二 二 , 一 二 “ 二 二 , 一 二 ’ ,

那末只要把附有 二 , 一 二 一次幂
,

或者说 一次幂的那些项相加起来作为

或 二
, 一 二 的系数

,

我们就现成地得到了所要找的系数
。

这结果表明

如果在达兰贝尔的演化中把 ‘
, 一 二 反过来置为 二 , 一 二 ,

而这样

做对方法本身绝对没有什么改变
,

只是更清楚地突出了这个方法
,

那末通过
二 十 或 二 二 , 一 二 ,

对于另一边的代数表示式就立即得到二项式而不

是得到原函数
,

例如在当前情况下就不是得到
。

人们这样求得的附有 或 二
, 一 二 的第二项

,

就是现成的一阶导函数
。

现

在的任务就在于把它从 或 ‘ 一 ‘ 那里解放出来
,

而这是容易做到的
。

导函

数已经现成地在那里 所以它不是通过 ‘
, 一 ‘ 找到的

,

而是从它的因子
二 , 一 二 和附加物那里解放出来的

。

正象它是用简单的乘法 二项式展开 作

为附有因子 二
, 一 二 的第二项找到的那样

,

最后用 二
, 一 二 去除两边就使它从这

个因子那里解放了出来
。

中间过程却在于展开等式
二 十 一 二 或 二 二 , 一 , 一 二

这等式在这里除了使起始函数能在右边消失以外
,

并没 有其他 目的
,

因为
二 种的展开必然包含 二 及其由二项式展开得到的增量

。

因此起始函数

就将从右边被去掉
。

所以
,

例如在
二 “ 十 二 一 沪 一 护

中所发生的
,

便是把最初两项 沪 和 护 从二项式 二 “ 二 的 中去

掉 这样
,

我们就得到附有 无或 二
, 一 二 的

、

早已现成的导函数作为这等式的

第一项
。

右边的第一次微分无非是简单地把原函数从其增长了的表示式 中减 去
,

所以它给予我们的是原函数所增长的增量
,

其附有 的第一项 已经是现成的

导函数
。

其余各项则除 护 等等或 , , 一 二 “ 等等的系数外
,

不可能含有其他

东西 通过第一次的用 二 一 二 去除两边
,

这些项都将降低一个幂次
,

而在第一

项中就没有 出现
。

同 二 一 二 这方法的区别在于
,

例如当

劝 或 ‘ 二 妒 十 护

时我们得到
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,

或 , ,

对 对
,

变量 ‘ 的最初增长并没有给我们一开始就提供现成造就的 ’二
。

, 一 劝 或 二
, 一 ‘ 二 二全十 对 一 恤 护

。

这里问题并不在于把原函数再去掉
,

因为 对 十 对 没有以任何形式包含
二“ 和 护

。

相反
,

这最初的差值等式给我们提供了一个演化的机会
,

就是说

把这原先两项的每一项都变为 二
,

和 劣 的差值
,

即

时 一 沪 二望一 二
” 。

现在很清楚
,

如果我们把这两项的每一项再分解出因子 二
, 一 二 ,

那末我们

就得到用 二
,

和 ‘ 表达的函数作为 , , 一 二 的系数
,

即
二 」 一 二 或 ‘

, 一 ‘ 二 , 一 二 二荃 二
,二 二 二 , 一 二 二 , 二 。

如果我们用 二
, 一 去除

,

因而也去除其左边
,

那末

二 一 二

一 劣

哪 一 名

劣 一 劣

二 对 二 二 沪 二 , 十幻
。

通过这个除法
,

我们就得到了预先导函数
。

它的每一部分都含有用 ‘
,

表达的

项
。

因此
,

只有当我们令 二
, ‘ ,

因而 ‘
, 一 二 二 时

,

才能最后得到所要找的用
二 表达的一阶导函数

。

因为这时
劣里 , “ , 二 劣 劣“ ,

所以

对 十叽‘ 十
忍

沪 而 讨 劣 劣 十 二 二 ,

从而
‘ 二 , 。

另一边的结果是

叮 劝
劣 一

‘

五三歹一 万
。

所以在这里只有通过令 二
, ‘ 因而 ‘

, 一 ‘ ,

才会得到导函 数
。 ‘ , ‘

提供了用 ‘ 的实际函数表达的
、

最终的积极的结果
。

但是 二
, 二 ‘ 也提供了 二

, 一 ,

因而除了这一积极的结果外
,

同时还为

。
、
二川 。 , 。

, , 占二 、
另一边提供了符号化的言或器

。

我们也可以一开始就这样说 我们最终必须得到一个用
,

和 ‘ 表达的

导函数
。

一旦令 二 二 ,

它就能变为用 ‘ 表达的导函数
。

然而令 劣
, 二 无异
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于令 二 一
,

这个化为零是用公式 二
, 二 肯定地表示的

,

这个公 式 是为

把用 二
,

和 二 表达的导函数变为用 ‘ 表达的函数所 必 要 的
,

而 其否 定形式
劣 , 一 二 则必须为我们提供那个符号

。

对 二 不引进和它并列的一个独立 增 量如 二
, 一 二 刁二 或 这 样一 种

处理方法
,

即使很可能已经为人们所知道
,

而且我在博物馆里翻阅了约
·

兰登

的东西以后将会确信这一点
,

然而它本质上的区别可能还没有被人们所理解
。

但是这方法与拉格朗日方法的区别在于
,

这方法是要实际加以微 分 的
,

因而微分表示式也就出现在符号的一边
,

而在拉格朗日那里
,

求导不是用代

数方法来表示差值
,

而是用代数方法直接从二项式中导出函数
,

它们的微分

形式只是为了
“

对称
”

起见才被采用
,

因为大家已由微分演算知道
,

一阶导函

、 , 。二 、
,

、、
数 嚣

,

二阶导函数 场渝
,

等等
。
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〔关于二阶微分〕

二 ‘ 二 , 二 ‘ , 。

一劣

,一劣二

,

或
‘ 二

如果现在从
‘ 二

我们得到

二 尹
, 二

区别开来
。

作为 尹 二 出发
,

即令 切 、 沪
,

那末用前面的方法

尹
、

、 国 、 二
, 、 ,

徐 。 。 二 , 扣
,

。 卜 认品 卿 、

砚丽
。

达王‘ 尽 肠 比川 尹
,

八正刀 丁。 匕刁一 乡 、山 产

‘ 二 , 汉
,

汉

斋
二 ’劝面

,

匆 或 少
尹

劝
。

如果 二 是常量
,

那末
,

劝 劣 。

鲁
一 ’ ‘ ”

。

一少气
‘一劣二一办七

或因
但 ‘

尸 劣 ,
, 尸 ,

佘 ,
, 劣 己 “ 二 劣 。

、 ‘ , , , , 、 二 卜
, 才 , , 、才

动夕 。
‘石

一 气沁 , 一露牙
。 尸 以

‘ 一 、山 尸切 “ “

‘ 二 二 “ 二 二 。

二 ‘ , 二 。

假定 ‘ 为常量
,

则
, 劣 ,

少 厂 劝
刃 , 一 刃 但

‘ 二 “ 二 ‘ 。

因此

鲁 “
‘ 劣 ’

。

、
、

、、冲 用
, 、平

, 尹 、 。 曰 击二和恐
位达刀试王

,

百从 丽歹 一 、山 沐认正田 以氏
, 二 二 , 。 二 ,
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也就是假定 二 为常量才得来的
。

只有当 劝 刃 这结果中 这一次 二

不作为假定 劝 的 二 ,

而作为量 的微分元 的 , 为常量这个假定

不是任意的时候
,

这个证明才算是一个证明
。

如果在一阶微分那里它作为常

量出现
,

那末在二阶微分那里它同样也是个常量
。



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

〔拉格朗日方法分析 〕

逐次微分的预备知识

我们知道
,

如果我们有 二 劝
,

那末 叮 劝 ’劝 , 。 因此

因此

试 二
劣
二 ’劝 如果对 劝本身进行微分

,

那末 叮
‘

劝
‘

劝 二

叮
‘

劝
, , , , 、 、

。 二 , , , , ‘ 、 , , , 尸 , 、 。 。 伟

一窟万一 、祷月进
,叼 、汤 二 气祷脚苗 幽 梦叭

“ ,

劣
二 ’’

‘

劝 进而 叮
, ‘尹

劝 尹 二 二 因此

麟黔
一 · 二 等等

。

这些
“

导
”

函数本身可加以处理而不与原函数发生任何联系
,

另一方面

则又可以把它们表示为前一个原函数的
“

导函数
”。

在这情况下这些函数显现

为

或 二 及其导函数
,

函数独立看待时 袱劝

二
,

。 , 卜 ,

。 、 叮 对
, , 、 、

、 、

幽如不以 日。一什
’
一蕊瑟一 一 妙月 达

一

或 尹 ‘ 和它的导函 数

个函数独立看待时又当作 哟

, 二卜 二 以及粤笋
· ,

尸

这

或 尸 二 及导函数 二 尸 二 以及

因此我们有

尸 劝
劣

尸 二 。

’劝 二
叮 劝
劣

, ‘ 二 叮
,

劣 若把
二 的值代入其中

,

则将变为

别 叮 劝 、
切戈一庵之蔽
一一花万—

叮 二
劣

因此

“ 二
二

劣“
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这是一个其分子的意义我们到此还未予以确定的表示式
。

我们已经看到
,

这些不同的公式是怎样作为导函数的符号表示式
,

也就是

作为已实行的运算的符号而得到的
,

并且从前面的演化中现在 已不言而喻
,

它

们将反过来变为符号化的运算公式
,

变为表明有待去实行的运算的
,

也就是去

找与它们相应的实在等价物或导函数的一些公式
。

但是对这些公式本身
,

我

们还必须进一步加以考察
。

首先我们来考察 ’劝
, ‘ 二 , , 尸 二 ,

尹 二 这些符号微系数的分子
,

即考察 二 ,

叮 二
, 二 , 二 等等

。

这些表示式之所以会产生
,

只是因为不同的函数在它们的推导链列中是

从原函数中和从前一个函数中得来的
,

因此它们显现为逐阶导函数
,

其中每

一个总是从其前面的一个产生出来的
。

但是在另外的等式中它们本身也作为

原函数出现
,

因而彼此之间以及与原先的原函数之间并没有任何联系
,

而这个

原先的原函数又可以带有另一个原函数的胎记
,

表明这另一个原函数的导函

数原来就是它
。

这些函数就是这样没有联系地出现的 例如
,

或 , 沙 这个原函

数本身一眼就可以看出是 护 的一阶导函数
。

因此
, , 、 二 卜 二 , ,

’
劣

气荔
才或嚣

· ·‘ 。

这个导函数独立出现时就称它 二 毋 二
。

可是事先还应指出这样一点 当盖号 通过令 丸
‘ 即 一 ‘ 而化

二 二 。
为嚣之后

,

里需立或鲁
一

劣 一 劣

为了把这一点固定下来
,

我们要在
一

一
一旦经历了这种变形以后把它

写成 兽粤
,

所以这里的括号表明
月

兽二兽已变成了奥
沁 一 山 沁 一 沁 肠沁

这样
,

我们就得到

, , 、

叮 劝 勺 了
, 一 、

、山 产一 一一万不二 月凡二万丁万 一 下厂 二二丁少。
功沁 功汤 沁 一 沁

而且在这里还必须对函数一词做一个说明
。
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关于
“

函数
”

一词

“

函数
”

一词
,

原先是在处理方程个数少于其中所含的未知量个数的所谓

不定方程时引进代数中来的
。

在这里
,

例如 的值要随着人们对例如 二 所假

定的数值
, ,

等等而变化
。

在这里称为 劣 的函数
,

因为它必须服从 的

命令
,

正如每一个官员
,

甚至伟大的威廉一世也得依从某人一样
。

在微分演算中
,

我们相应地在这意义下把
“

函数
”

一词转移给了因变量
,

例如
。

因此 或 ‘ ,

即我们例子中的 或 沙
,

表明它是 的函数
,

而且确是

用确定的表示式 妒 表示的 劣 的函数
,

因为 的值是随着 ‘ 在其固有的表示

式 砂 中变化所产生的值而变化的
。

但是
,

一当拉格朗 日引进了
“

导函数
”

的定义
,

并因此引进了它们所据以导

出的原函数的定义的时候
,

就出现了一种至今还一直存在着的混乱
。

拉格朗

日意义下的函数在处理现代的一切演算中已普遍使用
,

但
“

函数
”

一词的传统

含义在那里还同时存在着 所以例如

当 二 ‘ 时
,

我们就有

或 二 ,

或者更详细地说
,

或 二 或函数 二‘ 二 二 或 沙
。

这种混乱只有这样来消除
,

如果我们读成
,

这 ‘ 的函数
,

也就是在每一特殊情况下这个依赖于 劣 的东西
,

或用确定

的表示式 沪 表达的 ‘ 的函数
,

是 用 劣 表达的原函数 二 对于导函数也同

样如此
,

总是 ‘ 的函数
,

而导函数则相反是用 ‘ 表达的函数
。

后一种意义下

的
“

函数
”

一词表明 对于原函数来说它是 ‘ 原先在其中出现的代数组合
,

例

如 沙
,

而对于导函数来说它是由于 劣 的变化和与之相应的微分而取代 妒 的

新值
。

在拉格朗 日那里却相反
,

表示式 劝 一旦处于用 ‘ 表达的代数表示式的

左边
,

那末相对于特殊的表示式而言它只具有一般的
、

因而是不定的表示式的

含义 而 二 的相对于它展开了的展开级数表示式而言具有一般的
、

未展开

的表示式的意义
,

正象例如在代数中 二 十
’ 是一般的

、

未展开的表示式
,

而

在展开级数的右边则是 沪 十
。

对于某些目的来说
,

这是完全足够的并且也是适当的 虽然如此
,

但 二 的

函数和用 劣 表达的函数之间的区别依然不可缺少
,

因为只有这种区别才说明
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的函数能够具有一种具体的
、

与用 ‘ 表达的函数不同的存在
,

正象例如当
‘ 为横坐标时有纵坐标存在一样

,

等等
。

如果我们让不同的导函数本身立刻又作为原函数出现
,

也就是说如果我

们不是把它们看作相互有联系的
,

那末

若我们有
二 沪

,

则 二 对
。

如果 一 旦 由于 二 一 二 而 一 变 为
,

我们就 用 一 妇 来标

记 它
,

并且 当 二
, 一 二 时

,

同样 用 二 一 二 来标记 二 一 二
,

因此 也 用
二 一 劣 二 一 劝
二 一 二 来标记

劣 一 劣

,

那末

, 一 。

万下万 —
二二不 〕为

气汤 一 汤 夕

厂二
, 一 二

二 , 一 劝或
‘ ‘

以及

匆 或
, 一 妇或 二 , 一 二

二 ’劝 二
, 一 劝或 二 二 二 尸 二

, 一 二 或 沙 叽

而在另一方法中

竺二州或
劣 一 劣

二 一 劝
二 , 一 二

, 二 “
,

并同样得到
, 或

, 一 或 二 一 二

二 ’劝 二
, 一劝 沙 二 一劝 沙面

。

我们在这里看到
,

, 或 , , 一 , 二 一 ,

夕或 , , 一 尹 二 一 甲 二 ,

夕或 , , 一 , 二 一 二

等等
,

或者用另一种表示方式

, 或 梦
, 一 夕 二 一 二 ,

, 或 , , 一 夕 沪 二 一 尹 二 ,

梦或 , , 一 , 二 一 二

等等
,
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因而 或
, 一妇表示 二 的不同函数的扬弃了的差值

,

而且确实在
, ,

等等中每一次都表示对相应的用 二 表达的原函数通过微分而获得的不同函数
二 二 , 卯 二 二 , 二 · 二

的扬弃了的差值
。

因此在
, ,

中 或
, 一 ,

正象它们也可以用微分来表示那样有

三个完全不同的值

向 或
, 一 妇 ’ 、 二

, 一 劣 ,

或
, 一妇 二 训 二 二 , 一 、 ,

或
, 一 妇 ’ 、 二

, 一 二 。

但在符号微系数的表示式

侧一约二 一 二

二 一 二

尹 二 一

二

二 。 、 二 一 劣

—
, 口

—
一矛又厂一了万丁一

一 , ”
’

、山 一 山 尹

中
, 二 , 一 二 始终保持相同

,

因此在微分中也一样
,

在那里它在所有三个等式中

都显现为同一个因子
。

然而这是不言而喻的
。

如果我们用那些以举例方式给

出的具体表示式来取代函数 劝
,

诃 二
,

’ 二
,

那末
, 二 , 甲

, 二 · 二 , , ‘ 二 · · 二 。

尽管所有这三个都是用 劣 表达的不同函数
,

但有一点它们是共同的
,

即

它们都是用同一个变量 劣 表达的函数
。

它们都是通过微分
,

也就 是 通 过 令
, , 亦即令 二

, 一 二 , 二 , 一 二 二 而变成的
。

如果我们现在从运算方法出发
,

在这种方法中把实际符号化的
、

从微系数

产生的微分用作出发点
,

以便反过来求微系数
,

那末例如

或
, 一 ‘ 二 , 一 ‘

所以

斋或斧黔
了“劣 ’

。

同样
,

因此

或
, 一 尹

尸 二 二 , 一 二

鲁碟子
二 尹

尸 ‘ ”

在微分中
, 二 , 一 二 或 ‘ 显现为用 ‘ 表达的一阶导函数的因子

,

即分别
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显现为 厂 二
,

柯
, ‘ 二 等等的因子

。

因此只有当通过除法使后者从它们

的因子那里解放出来时
,

换句话说
,

用 二
, 一 或 二 去除

, 一 时
,

才

能得到它们
。

如果我们现在把这个和那些 页上 ① 通过置换而得来的表示式相比

较
,

那末当我们将那里和这里 ’ 二
, ‘ ,

厂
, 尸 二 的

,

或者在我们情况下

砂
, ·

护
, · ·

妒 的不同表示式等同起来时
,

就有

解会立
·

’ 或者
·

卜鲁
,

劣

一 ,
尹 , 二 或者

·

、 卜鲁
丝嘿黔丝 ,

尸尸 劣 或者
· ·

卜黑
。

因此
,

左边的表示式无非是说
,

在 中原先的函数第一次被微分
,

在 中

它第二次被微分
,

在 中它第三次被微分 而且由于我们用 叮 劝表示这个一

阶微分
,

所以我们可以用 丫 二 来表示二阶的 叮 二
,

并用 丫 二 来表

示 叮 二
,

其中
,

砂
,

砂 无非表示 二 第一次被微分
,

以及如此得到

的结果再次被微分
,

等等
。

因此
,

我们得到

叮 二
刃 一 劣

丫 二
劣

犷
劣

二

一一 〕叹二亥一一
二 丝醚竺 ⋯
劣 ’

由于 二 ,

所以我们在左边可以到处把 二 写成
,

于是我们得到
, 、 夕 一 , , 、 , 。 、 ,

, , , , , 、 梦
, 。 、 “ , , , , , 、 夕‘尹

共必 ’
产 劣 共弃

。

共三冬
‘ 劣 只卑

一 。

共只丁 ’“ 劣 二享‘一
。

‘ 产 劣 一 一
一

劣 ’ “ 产 劣 一 一
一

劣 ’ “ “ “ 、一 产
一 “

这两种表示式之间的差别仅仅是表面的
。

在左边
,

所有的导函数都表示成从原函数 二 导来的

在右边
,

不仅表示成从原函数导来的
,

而且每一个导函数也都表示成从它

前面的一个导来的
。

然而
, 一 妇 二 一 二 二 叮又, ,

同样
, ‘

呈一
‘ ‘ 二 一 ‘ 二 。

因此
,

如果在 中表示原函数 二 和 二 之间扬弃了的差值
,

那末在 中

就表示一阶导函数 ’劝 和由于 ‘ 增长到 二
,

而改变了的函数 尹 二 之间的

① 指手稿中的页码
,

相当于本文第 页
。

·
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扬弃了的差值
。

但是

丫 二 ,

并不表示什么别的东西 因为 二 是原函数 二 的微分
,

等于 尹 , 二 ,

因而 二 是一阶微分 ’二 二 的微分
。

二 是原函数 二 的一阶微分
。

盯 二 或 丫 , 是对原函数的二阶微分
,

但也是对一阶微分
‘

, ,

的一阶微分
。

对于 二 等等同样如此
。

犷 二 是对 的 砂
,

而且同样地 犷
‘ 二 ,

是对 的 砂
,

因此是对

的 砂
。

这样
,

对于计算最有用的形式就此 已经得到 若 二 二 ,

则

’劣卜鲁
,

。
劣卜

一

鲁
,

’’’ 卜豁
,

⋯

作为还从牛顿一莱布尼茨方法的年代以来就已存在着的混乱的表示式
,

在

现代数学家那里
,

他们不仅 ⋯ ⋯
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泰 勒 定 理

让我们来看

、 劣 , 劣 , 劣“ 一 于 哪 一
”‘一 ”

一 , 、

一
, 一

饥 一 、 一 二限 一

,

二 一二
·

恶

一

下 二一 十
艺 涉

饥 一 。 一 饥 一 二 一

一
一 十

这是二项式定理
。

如果我们现在假定 劣 种
加

中的 二 是变量而 是它的增量
,

那末当 二

时
, ‘ “ 二 “ 二 ”。

因此在 二 增长之前
,

用 二 表达的原函数是
,

或
二 , 二 二卜

,

二 , , 。

因此前面的等式就变为

, , 或 ,

一
饥 , 一

令
哪 一 阴一

斋
人“

十 一 一 艺
”, 一 “ 一 二

一
十

艺

一 一 一 二 ”一 一 二 一二丁 一 , 一

如果我们在右边令
,

那末它在左边也将等于
,

于是我们重新得到
二 ,

或 二 二 参见
。

因此
,

或 ‘ 十哟的展开级数的首项必须 二

二 。

因此等式 就变为
十 ” 或 · , 饥

”卜

今
饥 哪 一 , 一贵

十

十 饥 饥 一 ‘ 哪 一 俨一

击饥 饥 一 ‘ 饥 一 哪 一 沪一 、
一

子亏可
十 ⋯

就 几的系数而言
,

我们知道
,

二“ 的导函数 。二 ”一
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‘“ 一 的导函数 , 一 二“ 一 , ,

饥 饥 一 ‘“ 一 ,

的导函数 二 饥 一 , 一 , 一 , ,

一 饥 一 二“ 一“ 的导函数 一 一 一 二“ 一‘

等等

所以等式 变为
、 。 , , , 、 。 , , , 、

无。
劣 十 或 二 或 八 少十 劣少了 劣少

一玉万不 十 ’
’ 『

劣 、万万下万 十
白 自

无
犷
‘ ’

又劣
一不不二 石了丁

然而由于

’二 二 劣 ’

尸 一

鲁
,

厂 二

鲁
,

卜鲁
,

⋯

并且由于我们可以把各导函数用它们的符号等价物来代替
,

所以

, , 十 ”域
二 或 , 十

鲁
·

十

器

一 一万巴万
劣 公

夕
二一 , 二 石 舀 一二 二二 二一 目

艺 劣 。 艺 ·

一 二 二 二—
一

这就是泰勒定理
,

也就是在增长一个正或负的增量 时对每个 劝进行微分

的一般运算公式
。

这时我们只须把 表示为 的给定函数
,

并在我们为它算
二

,
二、 夕 ,

, , 卜
,

二 怂枷
、

、祥祁 。
,

品
,

故蟹 、沽 。
、

、
出了它的器

,

益希等等以后
,

就把这样找到的嚣
,

益券等等的值代入上面
二 二 三

、 、 ‘ “ “
‘

的公式中去
,

其中它们的数值因子这时还要通过与
,

兮几甘
,

瑞瑞万等等相乘卜 , 切 月 产、 , 自
’

式
‘ 。 ” 目 砂 以目 一

”

一 一一 ,
’ 一 ’ 。 ’

万 ,
’

川 卜

而加以修改
。

从我们所应用的代数方法的观点来看
,

只要人们按照表征这个做法的方

式行事
,

那末这个定理是不能应用的
,

尽管如上所述
,

在由这个做法提供的事

实基础上它是可以直接从二项式定理推导出来的
。

所以从这个做法的观点来

看
,

对于微分演算的一切运算等式中这个最一般
、

最包罗万象的运算等式只须

指出

为了使它根本可以应用
,

它要求 参见等式 用 , 表达的原函数不仅

可以展开成确定的
,

从而是有限的 ‘ 的函数的级数
,

而且此外还可以展开成附

有正整数升幂的 因子的这样一些函数的级数
。

我们以后将回到这一点上来
。

从等式 得出
,

, 二 , 一 , 或 , 一 ,

会 鲁
·

伶
夕

十 一二 』
劣

“

二一二了 十
艺 吞

生

, 一 面 二 几 一 二一 又一一丁一 门
劣 笼 艺 ·



© 1994-2010 China Academic Journal Electronic Publishing House. All rights reserved.    http://www.cnki.net

然而
, 一 夕是一个有限差值

, 刁 ,

因为它只不过是处于原始状态中的
‘ 和处于增长了的状态中的同一个 二 之间的差值

。

这个差值没有化为
。

因此得出
,

有限差值

, 一 或 二 十 一 二

可以用微系数乘以 的 正整数 升幂而成的和式来表示
。

这个和式是因变量 当 ‘ 增长 时所得到的增量
。

然而从等式 得出
,

这无非是说 二 十 一 二 或
, 一 妇被表示为附

有增量 的上升幂次的从 劣 导来的各函数等等之和
。

但是现在我们知道
,

、

、,‘、
、

、、
、

了尹 、

从山 少一 一万二丁 一
肠苏

一

丸 一 公
,其中已令 二

, 二 , 二 一 二 二 ,

因而也已令
, 一 二

在令

在令

等等
。

八

一
“ 、 二 “ 叮 一 、 汉

一犷
边 一 山 一

了

二少口 , 、沁 产一 亏 石一一 叹 不 一
火山 一 山 尹

二 一 二 之后
, 尸‘ , 二

二 , 一 二

如果我们把这些不同的导函数看作是从 二 这个原函数逐次地导来的
,

情况看来就是这样
。

但是
,

如果我们把这些导函数中的每一个只与同它自己直接相关的原函

数联系起来看
,

也就是说
,

只与它本身所由直接产生的那个 二 联系起来看
,

那末我们只得到一系列相互没有任何联系的 二 和 ’二
,

因而对这些微系

数中的每一个也只得到微分表示式

首先
,

例如
二 ‘ ,

公

、、,广了‘、
、

厂 劝 或 护

二 二“ ,

’劝 二 二

二 二 ,

一

劣 一 劣

,

其中二 一
。,

从而 鲁

一

刃 一 劣

其中 二 一
。,

从而 需

劝
一

劣 一 劣

甘
一

击 八 ,

二
步专勺, 沁 一 山 一 , 叭 川 一 〕万

。

肠沁
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如果我们固守千处理方式
,

那末我们每次也只得到
二 或

, “ 二 ‘ 二 。

。
, ‘ ‘ , , , 、 。 、

、

、 、 , , 八 二二
、

丫、
‘二

, 。 ,
,人‘

因此 一 ““ ‘

器 只有这个 了
‘ 劣 ,

因而还有它的符号等价物
,

二 , , 、
启

、二 , 、
, 。 、 , 。 、 。 。

、 占、 、、 人 、二
。 、 二

嚣
,

从而
‘ ‘

嚣 每次都在
, ,

和
。

的这一个或那一个中
。

。。 、 , 了 、 ‘、 二 。

、
二。士

、

、一 、 , 、、
。 ,口 、 , “ , ‘

, 、 。

那个“ ’‘ ·

嚣 的 坑
一“ ,

在所有这三个等式中都保持一样的形式
,

但具

有完全不同的值
,

这些值在这里彼此很少有联系
,

正象例如原函数 沙 和它所

由导出的任何一个前面的原函数很少有联系一样 例如
,

假定我们已经得到了

原函数 沙
,

那末
二 ‘

沙 护 ⋯

这里的一阶导函数 劝是 州
,

并且我们得到
二 “ 二 · 二 ’ · 。

如果我们用 去除两边
,

那末

二 “ 二 二 二 , ,

其中 二 一这个我们在 中所由出发的原函数 —在这里本身就表现为导
函数

。

象对 中的 尸 来说这一点很少妨碍我们那样
,

对
。

中的 护
,

或

中的 二 ,

它也很少妨碍我们
。 “

导函数
”

只是相对于作为原函数出发的

那种函数而被导出的
。

因此
,

在方法 中不把
, 一 表示为导函数之和

,

在这里是不中用的
。

另一方面
,

如果我们转到
,

导函数在这里被表示为逐次从原函数导出

的一些函数
,

因而被表示为一个导函数链列
,

那末

二 一 劝 或 一 二

同样表示
, 一 的一个链列

。

就
, 一 而言

,

公式

一代犷 一 , 乙 布心 一下 一 二

劣 刃‘
丁 十 ⋯
艺

, 一 或 二 十的 一 二 ⋯

在这里只是说
,

通过对 的
,

因而也是对 ‘ 十 或

就得到了那个级数 因此通过微分

对 一 , 得到 二 ”或斋
, ⋯

,

对 、
一 、得到 ,

, 劣 ”或鲁
”十

、

的逐次微分
,

我们
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对 。
一 ’’得到 ’’’

二 “或鲁
“ ⋯

因此
,

我们把 , 的原函数看作较为潜在地包含着它的全部
“

导函数
” ,

看作

它本身是独立存在着的
,

因而在 一 二 或
, 一 之中也不但较为潜

在地包含着
, 一 ,

而且还包含着 犷
, 一犷

,

犷
‘ 一犷

,

等等
。

在这里我们把用 二 表达的原函数
,

例如 二
“ ,

看作较为潜在地在它自身

内包含着一切可以由它导出的函数
,

因而也把 八 , 一 二 或 夕
, 一 看作

可以用所有这些导函数来表示
,

而这些导函数以后将为与它们等价的微分符

号
,

也就是将为与它们相对应的符号微系数所替代
。
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泰勒定理增补一〕

入一

我们把下面的

二 无 , ,

或 二 , , 二“

“

十 ‘泞乙 玲劣饥 一 上 二 二

艺

哪 饥 饥 一 , 一

击
, 。 饥 一 一 二 , 一

一二一 二
二 , ,

假定为已知
,

其中 ‘ 十
‘

是一个通常的二项式
,

因而不把 二 当做变量看待
。

我们的方法能对这个等式进行微分
,

也就是把 假定为变量
,

把 看作

常量而不是看作 ‘ 的增量
,

因为对我们来说
, 二 , 一 二 只存在于这个差值形式

之中
,

而不是作为 ‘ 一 二
,

因而也不是作为和式
, , 十

但是这个二项式 二 十的
”
在它未展开的形式中 以及在它的展开级数

中我们都有 倍 ①
。

这个因 子 是 一 根脐 带
,

表 明它 是 从
二 “

导来的 ⋯ ⋯
,

如果我们从 二 衅 导出了它
,

那末作为脐带将会得

到因子
。

因此
,

如果我们在 中划掉这个因子 哪 十
,

那末二项式 , 十句
’

就象

它的出发等式
“ ’一样也会独立出现

,

因而我们得到

、 , 、 二 , 一 , 饥 一 二“ 一 “

一 一 沪
一“

忍

。二 十

一 一 一 二 ”‘一

一
十

这个 饥 次的等式比它所由导出的那个 饥 次的等式要低一次
。

虽然

如此
,

我们仍能把 或 二 变为
,

或 而不改变等式的代数现状一根毫

毛
。

为此我们只须

① 在这句话的前面
,

手稿中写有等式

饥 ‘ 一 饥一今 一 饥
一 ‘

一伶
⋯ 二 ‘ 二“

、 。
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令 二
“ , 或

,

而且我们在这里更加有理由这样做
,

因为我们一

旦从 砂 导出了 二
, 之后

,

所有随后的函数就可以先直接从 护
,

然后逐次从

一个又一个中推导出来
,

因而所有随后的函数都可作为从 俨 逐次导出的函

数来表示

把 这个在我们等式的推导中曾经象代数学里 二 “ 中的 一样

的普通常量
,

看作 二 的 正或负的 增量
。

我们这样做也是有理 由的
,

因 为
二 , 一 二 刁二 以及这个 刁二 本身

,

不象在我们方法中那样用来作为 劣 的差值即
, 一 二 的纯粹符号或纯粹记号

,

而也可以当作差值 二
, 一 二 的量值来对待

,

这个

量值象
, 一 二 一样是不确定的

,

并且将随着它的变化而变化
。

因此 二
, 一 二 刁二

或 不确定的量
。

由此得出 ‘
, 二 二 ,

而 二 ,

或
,

变为 二 十 。

因此我们得到 ‘ ’ ,

二 十哟或
, 二 ’ , ’ 十 优 一‘ 饥 一 ‘ ”一 ’二了一一二 , ⋯·

艺

如果我们现在考察这方程的两边
,

那末左边给我们指明
,

由于 二 增长了
, 二 ,

或 , 就变成了 二 十
’

或 二 二 二项式 二 ’
就是这样

从单项式 二“ 变来的
,

但是它现在作为 , “ 的变化的表示式
,

而不是象在通常

的二项式 二
“
中那样作为两个常量之和的乘幂的表示式出现的

。

关于这

个一般的
、

未展开的表示式 二 十 “ 或 二 十 ,

就讲到这里
。

右边级数展开的展开表示式中
,

第一项 二
“ 已不再象二项式定理中那样是

二项式 二
“
的幂次最高的第一项 它是 二 ,

因为 二 , ,

而所有其他各

项则仅仅表示 , 或 或 二
“
由于 ‘ 增长了 而得到的增量

。

所以等式 也可以写成
二 的

, 十 二“ 一 十 一 二 , 一 ” 二 又 , 十
艺

、哪 一 一 、二 二 一 。二军一
、 ⋯

艺
·
涉

所有这些冗长的准备工作为我们所必需
,

因为在我们的方法中
, ,

不被

表示为 它的导来项这种和式
,

而反过来一般地通过
, 二梦一 二“ 表

示为 二 和 二 的差值 其中 可以表示任意一个常量
。

与此相反
,

本来的微分方法是从 ‘
, 一 二 即 刁二 出发的 所以 二

, 愁因而 二
,

一开始就显现为 二
,

即显现为一次幂的二项式
,

因为 二

二 ‘ 。

因此
,

它的微分表示式也是 二 劣 。

所以除了用 二 表达 的一

次函数以外
,

对于所有其他用 二 表达的函数
,

一旦 刃 增长
,

就要去算二次幂
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以上的二项式
,

而其展开本身在于二项式定理的应用
。

因此在这里不言而喻
,

展开级数的也就是二项式展开的第一项 劝 或
,

所有其余各项 这个函数由于 , 变为 二 十 而获得的增量
,

因而二 项式

一般公式 二 “ 巧妙的表示式就立刻被表示成等式 的形式
。

整个事情这样开始较好

假定已给

了二 沪
, 二 二 二全

。

我们以前 见第一份手稿 己经指出 如果 二 二‘ , 二 , 二 二梦
,

那末
, 一 二 ‘ 一 二 二 一 , “

二 , 一 二 犷
一士 十 二犷

一“二 十 二犷
一“二 , 劣了一

怪 ,

十 一直到第 项 二
“ 一“ , ”一 。

如果我们现在用 二
, 一 二 去除它

,

那末

普登或业半磐
一 畔

一 ’ ⋯ 、
一

,
一

”
。

如果现在 气变为 二 劣
,

因而 劣
, 一 二 ,

那末

奥或工工蛇奕
竺

壑其工
一 哪二 。一

。

肠沁 气汤 一 石 夕

凡是对于 , ,

的一阶导函数所做的
,

对于所有其后的导函数都同样适用
。

它们都将用同一个方法所找到
,

而这个方法则基于这样一个代数定理 如果我

们有一个形如 二
, 一 “ 的差值

,

那末它总可以用 二 一 除尽
,

也就是总可以表

示成 二 一
。

我们从代数学知道
,

在二项式 二 十
“
例如

, 。 ‘ ,

其中 表示正

整数幂 中那些用 表达的表示式以二项式的后一项即这里的 的升幂作为

因子
,

, 是 二 二 二 劣 二 二 。

这里无论 ‘ 现在是变量
、

或者是代数中的未知常量
、

或者甚至象 十 中的

那样是 已知量
,

这后一项
,

即这里的常量项
,

总将以正整数升幂
” ,

,

尔 等等 在一定的假定下 构成逐次表示式的因子
,

这些逐次表示式是 劣

作为代数中的常量时通过逐次自乘而得到的
,

而变量 。的这些函数则通过对
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中间
“

导函数
”

的微分而得到的
。

必须注意 在这里不但开始时是作为一个普通常最引进的
,

象例如代

数中的 二
“ , 二 十 。 ” , 十 ” , “

那样
,

而且必须永远保持其为一个

常量
,

并在这里所选定的代数的微分方法的基础上
,

它既不能自己是个变量
,

又不能成为变量的增量
,

因为在这方法中自变量的差值 。
, 一 二 以及相应的因

变量的差值 一 或 二 一 二 始终保持其这种原来的形式
,

因此决不能

令 二
, 一 二 和

, 一 等于某一个差值
, 刁二 或

,

因而也决不能象 二
, 一 二 刁公

或 那样使 二
,

变为 二 刁二 或 二 ,

也不能使 一 变为 刁 或 无
。

如

田郑 ,’,

翻二 二 二
‘ 、、 ‘ 。决

, 一 决 刁 二。、补。 ’
,

、
,二 、

、

、 国
果我们把预先导函数的等价物写成裁芳或嚣

,

那末对我们来说
,

它在这里

只是用以表明不确定的 二
, 一 二 和

, 一 的记号
,

而不是差值的值
,

所以不是把
二 , 一 二 刁二作为不定差值的值

,

也不是把 一 二 刁 作为这样的值
。

在 二

本身的求导中
,

增长了的 二 总是表现为 二
,

而另方面
,

增长了的 总是表现

为 叭
,

所以不能同时表现为 二 刁, , 十 刁

当 中的
, 二 二二 ①独立出现时

,

我们一见到它就能把它看作是形

式最简单的二项式 , 十 , 二“ 十 的普通代数表示式
,

而且确是一种正整数

幂的二项式的普通代数表示式
,

因为这是从一开头就对幂次 —指数 —
这样假定了的

。

我们首先在它这种形式下把它看作转向微分方法的过 渡 点
,

在这方法中我们令 二 一 二 因而也令
, 一 无,

只要它用得到 〕②
,

因而也

令
, 二 。

它给了我们一个机会从迄今所用的方法直接 〔过渡到微分方法

中去 〕
。

在前一方法中
, 二 , 一 二 , , 一 只以它们作为差值的这种普适 形 式 出

现
,

并且在这个方法里等式右边的 劣 一旦增长
,

它只以 二
,

出现
,

因而与原先的
二 一样处于不确定的形式之中

,

而决不会变为 二
, 刁二 或 二

。

但是
,

假

如有人认为可以反过来进行
,

在再令 等于 二
, 一 二 之下就能从微分方法过渡

到我们的方法中来
,

那就错了
。

① 这里所指的是等式

夕,

或 二
· “ 加 俨 饥 , 一今

饥 一 , 一告
十

饥 仍 一 饥 一 俨一不

这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。

,

一
· ’ ·

劣 ”
‘ 一 ’“九”

·

, 乙

②
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少

· ·

雀二
、

· · ·

。 下轰可
”
。

这是一个普通代数等式 一方面
,

在左边是两个常量 二 和 的二项式未

展开的一般表示式
,

即 二
“

另一方面
,

在右边是由二项式定理所提供的

展开级数
。

如果我们在一般表示式 二 ”

中令
,

那末代替 二
“

我

们将得到 二 十 ”
砂
。

如果我们现在把 ‘ 看作变量
,

那末 护 是一个用 ‘ 表

达的确定函数
,

也就是 二 ,

但 沙 也是一个 ‘ 的函数
,

因为 , 的值将随

着 二 的变化而变化 只要我们现在把这样的函数看作是依赖于 二 的函数
,

我

们就称它为 而只要认为 二 处于这种依赖关系之下
,

它就和 意义相同
。

另一方面由于 二“ 二 , 二 “

将变为 二 十的或
。

因此
,

代替 我们得到

或 二 护
,

, ,

或 劣 二

入 入
砂 劣 ‘ ’

护 万
’ ‘

护 下牙万
”
’

, 。

如果我们再令 二 ,

那末这个级数将化为 护
,

而在左边 二 将化为
二 或者 将化为

。

所以我们得 或 ‘ 二 妙
。

如果我们把 护 的这个

值代入等式
,

那末它就变为等式 〔见下面 〕
。

通常两个常量的二项式

展开级数其第一项仍将作为第一项留在它的位置上
,

但它的特性已经完全改

变
。

它不再是通常二项式 二 ‘ 的第一项
,

而是变量 二 的原先的函数 —
即 护 —在变为

劣 ,

也就是在 妒 变为 二
“ 之前的自身

。

因此
,

这等式现在变为

, 或 , 劣 ”卜 , 或 ,
·无

·

斋
十 ‘ ’

洲不 ‘百 匕
’ ’
各
’乙 男
下乏百

一

二不 十 护

另一方面从 得出

一 或 二 一 二 , · 二

十
· · 劣 留 二 二一下丁 匕

乙

。 下

劣
一少一
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因此
,

随着使第一项 护 转变为 劣 的这第一次突击
,

二项式的整个其余

级数就从第二项起立刻变为一个用 二 表达的导函数的级数
。

作为因子附在这些
“

导
”

函数上的
, 砂

,

护 等等
,

现在由于 二
, 一 , 或

, , 十 ,

就从通常二项式 二 十的
“

中的第二项变为两变量 , ,

和 二 或 二 十

和 二 的差值的各种不同乘幂
,

因为 二 十 一 二 是因变量 二 增长到 二
,

或
二 十 而产生的差值

。

所以整个级数现在就是用 二 表达的原函数 与 二 增 长 到
二 人 时的函数的差值

。

这个差值也可以肯定地表示为用 劣 表达 的原 函数

因 增长到 二
,

或 二 而获得的增量
。

因此
,

通过一个非常简单的技巧就使 中 二 十
“

的整个展开级数从两

个常量的二项式表示式变成了这样一个级数
,

其第一项是变量 二 的原函数
,

而

所有其他各项则是这原函数在它从 , 变为 二 时所获得的增量之和
。

可见这些增量都由它的运动所产生
,

而不是作为一个普通代数二项式的展开

项得到的
。

因此得出了 见上面 等式 。
。

然而令 的做法不但对我们起着这样一种形态变化的作用
,

使两个

常量的通常二项式变为变量 , 的函数当这个变量增长时的展开式
。

它还一开

始就给我们指出了那个一方面为把用 二 表达的已完全现成地包含着的那些逐

阶导函数从它们依次存在的展开式中解脱出来
,

另一方面为引出与它们相应

的符号微系数所必须应用的方法
。

级数第一项 砂 以前之所以可以置为 二 ,

因为它本身有

作为因子
,

所以从开始起就不依赖于因子 因为通过令 二 ,

一切其他

的项预先都被清除掉了
,

因而整个级数就化为 护
。

所以
,

为了使导函数 沪
,

·

沪 等等能处于类似 护 那样的状态
,

就必须 把它们逐个地从因子
,

人

等等那里解放出来
,

这只有逐次用 去除才能做到 一个
“

导函数
”

一旦这

样地摆脱了
,

也就是作为
“

导
”

函数被解脱了出来之后
,

就必须象在第一项那

里一样令
,

也就是把它的一切附带项预先清除掉
,

而且象以前在第一项

那里一样
,

把整个级数化为这个得到了解放的
“

导函数
”。

在对级数第一项进行的运算中
,

令 就使它的左边从 了二 十 或
,

变为 二 十 或
,

也就是变为 二 。

但由于只有通过用 去除
,

才能使

那些导函数摆脱掉它们用 表达的因子
,

所以现在这个除法在左边就产生了

一

劣 一 劣

、 二 十 一 劝
少契为一一一一一一一了一一一—一

。

乙

一︸一了九一

因此
,

为了把整个级数化为得到解放的
“

导函数
”

而 在右边一旦变为
,

那末左边就必须变为
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, 一 一
下厂奥戈

二 一 劝 立 业劣 。
所以令 就在左边产生了用 二 表达的

“

导
”

函数的符号微系数
。

因此
,

现在已经证明
,

为获得级数第一项 二 幻或 所用的那个最初运算

一箭双雕地提供了

通常的二项式 。
“
护 十 转变为 二 劝 十 从 幻 导

来的一些函数的一个级数
,

这些导函数附有因子
,

护 等等
,

也就是附有这样

一种增量的乘幂
,

这种增量是自变量 ‘ 当从 变为 ‘
, ,

因而把 二 , 一 二 作

为它的增量时得到的
。

一种方法
,

它把用 二 表达的早已完全现成地存在着的 事实上借助于

两个常量 劣 和 的普通二项式的展开而产生的 那些
“

导
”

函数本身解放了出

来
,

而同时把它们的符号微分表示式放在与它们对立的一边
。

因此
,

现在我们可以重新回到本题上来
。

、

无 无
劣 劣 劣‘ ’ 劣 己丁万 十

’ ’ , 一

不厄万

十 劣 二
。 。
二 十 ‘

,

、、
、
、、下
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〔泰勒定理增补二 〕

我们曾经通过微分从等式
“ ‘ 二“ ‘ 二“ ⋯

导出了起始等式
二 “ 二 , ”一‘ ⋯

本身
。

但在这样做时
,

我们总是把二项式定理看作已给定的出发点 为了通过

微分去找二项式 二
” ,

因而为了得到一个作为通过微分给定的出发点
,

我

们只把二项式恤 的 仇 十 幂次作为出发点
。

代数二项式根本只考察确定幂次的二项式
,

从我们只与常量打交道的代

数方面来看
, 二 十 本身就是一次的二项式 二 。

我们可以象在等式

和 ①中所发生的那样
,

把从 得到的级数任意加以延伸
,

并把这种延

伸用 十 来表示
,

因为 , 是一个数值不定的代数量 然而这样做并不妨碍

级数的有限性
。

我们也可以把它有头有尾地写成
, 十 劣 , 一 ’ ⋯ 饥劣 “ 一生 十 “

。

我们在微分演算中所应用的那个
,

或
,

在这里只是并且永远只

是 二 十们的一定的
、

即使是任意的幂次的二项式的一种符号
。

因此
,

我们只是形式上用 来截断而得到了一个无穷级数
,

事实上它

象被截断的那样也可用头和尾以及居于中间的间隔 来表示
。

但这还不

是所有的一切
。

各个函数的系数 或
, , 砂 ,

护 等等表明
,

我们已经把
二 十 ”

表示为正整数升幂 因此
,

我们不但以代数的
、

因而必然处于任一已

给幂次的二项式为基础
,

而且甚至以二项式定理的单方面形式为基础
。

此外

还不应忘记
,

为了得到 作为用 劣 表达的函数的纯粹因子
,

我们选择了形式
二 冲 因为 在代数二项式中象 一样是一个常量

,

其中 二 为前一项
、

为后一项
,

而不是选择两项位置相反的形式 十 二 。

当然
,

我们也可以从一个具有负整数幂或分数幂 一

从而得到一个无穷级数
。

或臀的二项式出发

但是除了以后行将阐明的其他一些限制外
,

事实上我们还可再以具有一

① 见本文第 一 页
。

一 ·
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个确定幂次的二项式作为基础
,

因为 一 或臀象 , 一 样都是 确定的幂

次
。

无限的展开级数本身在这里是具有确定幂次的一般表示式 如 二 气

二 万 的展开
,

即使是负整数幂或分数幂
。

我们所获得的
,

或 二 ,

在这里永远仅仅是任何一个正整数幂
、

负

整数幂或分数幂的二项式的符号 因此与
,

或 二 相应的展开级数
,

始

终不过是一个具有一定幂次的二项式的一般表示式
,

而且事实上只不过是具

有一定代数形式的某个二项式的一般表示的例子而 已
。

这种缺陷也许可以避免
。

如果我们求助于代数的待定系数法
,

我们或许

能够摆脱代数二项式的局限性
。

首先我们把等式 中的表示式重 新 带 回到

它原先的代数形式
,

也就是从
一 、 , , , 、 , 、 , ‘ 、 ,

刃 八劣 十 或 ‘ 黔 十 护
一‘

丁 又哪 一 妙
一 ’

丁花 十

入
十 饥〔 一 〔 一 仍 一

一
⋯

艺

带回到

二 或
八

,

哪‘饥 一 八
,

十 丁 劣 ,’一 ‘ 一一一万二 万一 一 劣 , 一“ 九“

一 奋

饥 一 饥 一
一 ·

, 一 ” ⋯

这些函数在这里不再显现为整个函数
,

而象它们原先在二项式展开中所

表示的那样显现为
、 十 ‘ 二一 ”

告
饥 一 ‘ 二爪一‘

一
十下丁落 玖万 哪又哪 一

上从饥 一 乙 ,劣 ”
““ “ 十

‘

”

并且这是用括号来标明的
。

在这种形式上的修正中
, ,脚

,

等等从它们的分母那里被解放了出来
,

而那些用 , 表达的函数则把自己表示成象在它们原先的代数推导中的 那 样
,

其中只有第二项 饥俨
一 ,

以整个函数出现
,

第三项以整个函数的 出现
,

等

等
。

在这样一种修正之后
,

现在我们用不定系数
, ,

等等来替换 的这

些函数
,

从而在 中 因此也对于 我们得到
‘ 或 夕

,

或 梦
, ” ‘ ⋯

。

, , , ,

等等在这里显现为 二 的函数 请与 比较
,

而这些函数

恰是还有待于去寻找的
。

此外
,

这级数实际上可以任意延长
,

而且现在 已不能
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再被化为一个其末项象首项一样可以被确定的级数
,

因为我们继续可以任意

地写下 个
, 召尔 等等

,

等等
,

这是由于那些数值上的推导叛逆者
, 即系数合

一

一一 一一一 一
、

’ ‘
。 。 一 一 一

,

一
,

, 一 一
、

,,’

飞万飞丽 寺寺
,

仕小正杀双 过
,万 , ‘ ,刀 , 四 , 厂 寺寺甲 匕纷相导幽双不

身一起都看不见
,

所以通过右边的这一技巧
,

使左边的 二 或
,

从一个

任一幂次的代数二项式的符号变为这个无穷级数的一般的未展开的表示式
,

这个级数虽然包含着每一个幂次
,

但它并不表明任何一个幂次
。

二 是变量 ‘ 的一个可以无限制加以展开的函数 劣 十 是 的这一函

数当 二 变为 劣 时的一般的未展开表示式
。

此外
,

就等式

乃少 或 又劣 少 ’ 刃少 又劣少二下厂 十 ⋯
白

而论
,

不言而喻
,

对于函数 二 ,

’
‘ 二 等等不能再象在等式 中所做的那

样
,

简单地用它们的符号等价物来替换
,

而这些符号等价物是先要通过微分来

寻找的东西
。
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泰勒定理增补三 〕

泰勒的起始等式是
,

或 二 无 人 ⋯

为了对这个等式可以有所着手
,

就必须应用一个本身仍由二项式所提供

的技巧
,

而且确是在于把二项式定理应用到多项的表示式上
。

如果我们作为例子有 二 十
“ ,

并用 , “

来代替它
,

那末我们可以

把后者当作 二 十 或者当作 二
’

来加以展开

在第一种情形下
,

我们得到
二 ’ 二 “ 二

在第二种情形下
劣 , 二 , 二 。

在这例子中
,

问题仅仅在于在这两个右边之间存在着一种形式上的
,

即使

明显地只是一种形式上的差异 而这两个右边的恒等一开始就由两个左边的

恒等得到了证明
。

现在我们要问 用什么方法能使我们把形式最简单的代数二项式 二 十 ”

用不定系数隐藏起来的表示式 变为 ①的呢

是不是通过这种伎俩
,

即我们先把 对 微分
,

然后对 二 微分
,

从而为
、。 。,

, 二 人辫 八肠平 廿
。二出二、

,

, 胡 , 。二廿 二 。
一

厅 ,
得到了两个微分等式

,

其一般表示式
一

篇 和瑞 恒等
,

因而其相应的展开级

数也等价
,

所以它们单个的项就必须可以等同起来呢

决不是这样
。

给我们指明两等式中 的哪些函数可以等 同 起 来 的那个

准则
,

是由因子
“ 二 , ,

护
,

护 ,

等等提供给我们的
。

只有那些以同一幂

次的 为因子的函数才可以等同起来 然而支配整个过程的这些因子 砂
, ,

护
,

护 等等本身
,

是由什么东西提供给我们的呢

起始等式
‘

⋯

澎一
一,

夕一
卜我一劣一己一自﹃九一

一,土

① 这里是指表示式
、 、

一
‘

二 夕 ,夕
上 少 万 中 甲了二 , 。 十 戈丈万

一
肠沁 肠汤

刀
二尸 寸 万一 尸

劣 ,
。 。不
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我们虽然把从二项式导来的那些函数 ’‘
,

’
‘ , , ‘ ‘ 等等用不定系

数
, , , ,

等等伪装了起来
,

可是我们还记得
,

这些不定系数压根儿都

是 ‘ 的函数
,

否则我们就既不能把它们对 微分
,

又不能把它们对 微分 但

是我们把因子
、 、

尔
、

等等以其由二项式定理所提供的那种原始 形 式 带

到了我们的起始等式中去
,

而如果不把它们带去
,

那末即使有了能把等式

变为微分形式的两种等价而形式不同的翻译这种伎俩
,

也是无济于事的
。

这在后来想给 中的微分推导以这样一种形式的那些尝试中更 加 明显

地暴露出来了
。

在这种形式中不但 二 的函数
,

就是 的各个幂次也似乎都是

通过微分找到的
。

因为起始等式在这里被写成
, “ ” ‘

⋯

于是我们得到
, 月 “ , 一 , 。 , 一 , ,

, 。 一 ,

湍
“ 一 ’ 十 尽 丫

一‘ 十 ’一‘ 十 ‘ 一‘

一
叭

, , 。 。 , 。

艺 一夸二 下
竺 二尸一 ‘ 十

一
“

一
‘

十 一 石一 九
“

十 ⋯
劣 男 劣 刃 劣

然后我们就这样来论证 和 两个的左边相等
,

所以它们的展开级数

始热 需合 介
,

扣南胡 曰兴濡甫 卜 蟹 曰妇 击 二 妙 止
, “ 一 , ,。 二 ’

等价
,

而它们相应的同类项可以等同起来 因此第一步 “
“ 一 , ·

嚣
一 但由于

, 、 , , , 。 、 华止二 二 二 卜
。 , , 二 。 “ 一 , 。 。

一
嚣以 ’

· 作为因子
,

所以必须是
“ 一‘ ,

因而 “ 一 ‘一
,

即 “ · ’
。

这样就一举三得 我们现在知道
,

由于 。
,

所以起始等式中的 护

起始等式中也已较为潜在地把 丫
,

尸
, ‘

等等中不定幂次尽
,

, 又峨 , 胡活认二 ,
, , 、 。 、由 二

月 。一
、
。。 , 。 , ,

叭 等等的值给了我们 “ 由于 “
“ 一 ,

嚣
,

亦即 “
“ 一‘ · · 一‘ ,

二 卜 , 。 、。 。 , 月

所以也得到 弓冬
。

, ,

仍 山 可 决
” 一 劣 “

‘ 。
、 , 。 , , 二 , 。

‘

第二个等 式 是 尽 尸
一‘

盖犷无
“ 。

因 此 驴
一‘
肥 也 就 是 月一 ‘ “ 但

由于 二 ,

所以 尽一 二 ,

由此 得 出 月
,

而 尽 一 也 就 二 卜‘

。

现在我们知道
,

在起始等式 中我们第一可以用 尔 去代替 丫 因

此
,

这是推导出来的
,

而不是一开始就假定的
。

, , 、
、

、 口 。 。二
,

且二
。

一
、 , 。 , , , 、 , , 、 ,

但其次是 尽
“ 一

弓兰
“

变为 二 止粤竺 因为 护 因 此 竺具口六扒‘ 尸一 一 留
’ “

人
, “ 叨 一 劣

‘

伙目 , ” 一 ’‘ ’目 梦“ ” 一 露牙
’
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也就是 二 合尝 如果我们把 的值代入其中 ,

那末

。

— 二坦因
工 一少芝

刃 沪
“

没有必要再继续进行下去
。

泰勒展开的这种改善了的
、

偏于矫揉造作的版本
,

归结到一点就是如下

一 人 二 , 一 , , 二 人 , 小 、品故 。、 。、
月 一 , 山 ,

, 、 , 劫
整个关键在于把两个等式中的第一项等同起来

一‘

嚣
多 由于云璧以“

。

为其因子
,

所以必须
“ 一 , ,

因 此 一 ,

也就是 以及
“ 一 ,

一 。

但是如果假定起始等式
, “

〔 ⋯〕

中的 为负 而且象二项式定理在其最一 般 的展 开 中所指 出的那 样
,

这

不 定 的 可 以是 一 切可 能 的数
,

那 末 护 变 为
一“ ,

而
‘

变

为 一
一“ 一‘ 。

如 果 我们 现在 象前面 展 开 中得 出 的那样令
,

那 末
一 左

“ 一 一 一卜 二 一 一 。

按照我们以前的论证
,

就必须作这样 的结

论 由于

斋 需
·‘域‘

”

,
,

所以必须
一 却

,

因而 一
,

或者
,

如果我们愿意用另一种方法来表述的
、

, 二 记
。 月 比 卜 。, 、石 。

。需
, , 八 、。 ,

话
,

由于器
· 一 无

‘一‘ ,

所以必须 无
‘一 , “。 ,

因而 一 一 “ ,

它给我提

供了 一 这样一个结果
。

可是这个乏味的结果只是证明了 我们暗中所

假定的 护 不过是 个 的一个化了装的表示式
,

也就是暗中假定了 二 十 并

且还证明了 我们关于因子
, ,

脚
,

护 等等的展开级数不是简单地 由假

定得来
、

而它们相应的 无的数字幂次
, ,

等等是通过微分过程从不定幂次
,

月
, 下 等等推导得来的那个论点

,

一开头就尽是欺骗
。

再者
,

护 中的 也可能小于
,

⋯ ⋯

因此问题仍然是这样
,

即起始等式
, 十 丫 矿

‘
⋯

或者只是从二项式带来的
,

护
,

等等的一种装腔作势的伪装
,

或者
,

当

我们把譬如 真的看作幂次的纯粹一般符号
,

也就是看作 的所有可能形式

的纯粹一般的符号时
,

两个用微分导出的等式的各项是不能等同起来的
,

因而
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是根本一文不值的
。

然而我们知道
,

确有这样一些 劣 的函数
,

它们在 。一旦增长 人时就给出

几的负数和分数乘幂
。

结果因而是 那些从二项式得来的
、

用 ‘ 表达的不同阶的导函数的 「因

子 」
,

也就是
, ,

尔 等等
,

仍然是必须加以假定的
,

由二项式所提供而不是

由微分演化提供给我们的 因而所由出发的那个二项式的形式
,

是一个完全确

定的形式
,

也就是因子 无在其中被展开成正整数升幂的形式
。

但是我们还没有结束
。

对于那些伪装在不定系数
, ,

口
,

等等中的

用 二 表达的导函数 参见
’ 二 , “ 二 等等

,

事情也不完全干净利落
。

、。
。 二 。 ’

, 。 , 。
, ,

, , , 、 。二 二。国 。
, , , 山 。 。、 , , , 、

在那里我们已经导出了
’ 劣

场全
,

然而在那里我们也已经有了 劝

二‘ ,

所以厂 二 “ 二
”一 , ,

也就是说
,

象所有后来通过二项式导出的用 二 表达

的函数一样
, 二 曾是一个用 二 表达的确定而有限的表示式 但必须注意

,

那些利用二项式加以展开的原先的函数
,

在它们的一般形式中总有其确定的

幂次
,

例如当 二 ‘
时就是如此

,

当它
饥

劣仍 一 仍 时也同样是如此
。

这些导函数可以表示成一个有限的或无限的级数
,

它的每一项都是一个

用 劣 表达的确定的
、

因而是有限的表示式
。

例如在 二 或
“
的情况下

,

护

或 饥二
一

是一个确定而有限的表示式
,

这决不影响它作为用变量 二 表达的

函数的可展开性
。

沪 由于 ‘ 的重新变为 二 十 而变为《 二 十句
“ ,

尽管 护 是

一个确定的因而是有限的表示式
。

同样

一 劣

劣 劣 , 劣

一 十 一二 十 几‘ “

这级数的每一表示式会
, 劣

, 等等都是 二 的一个因确定而为有限的

函数
,

而且无论我通过用 一 二 去除
,

或者还是通过对
一 劣
进行逐次微分

这个捷径找到了展开级数
,

对此完全无关紧要
。

但是一旦我们在 ’
,

’’ 的地方代入了不定系数
, 丑 等等

,

那末

我们又来到了进退两难的境地
,

就象在
,

个
,

尔 等等这些完全来自二项式某

一特殊形式而在泰勒起始等式中保持为导函数的因子那里所遇到的一样
。

要末
, ,

等等 —这些不定系数 —仅仅是从二项式借来的用
二 表
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达的确定的
、

因而是
“

有限的
”

导函数的别名
,

要末
, , 口 等等作为用 二 表

达的导函数的一般符号
,

不但当这些导函数确定而有限时必须是它们的符号
,

而且当它们
, 二 伪或 一 时也必须是它们的符号

。

而我们知道
,

这种情

况事实上是出现的
。

所以
,

在泰勒定理中如果 从二项式定理的一个假定为 二 十无
“ 的特殊

形式那里把 “ 为正整数幂接受过来
,

因而用 表达的因子也就
, ,

牟
,

等等
,

即 以整的
,

上升的
,

正的幂次出现 那末 象在一般形式的代数二项

式定理中那样
, 二 的导函数是用 , 表达的确定的

、

因而是有限的函数
。

但是还

要加进第三种情况
。

当变数 二 取特殊值例如 二 时
, 二 的导函数只能变为

, , 一 。

同样
,

只能
一 ,

或 “ 路 例如
‘ , 。

概括起来 只有当 自变量 , 保持一般的不确定形式 二
,

用 , 表达的

原函数本身通过取差值可以展开成用 二 表达的
、

确定的
,

因而是有限的导函数

的级数
,

并附有相应的正整数升幂的因子
,

即附有
,

砂
,

护 等等的时候
,

泰勒定理一般才能应用于展开那些用 ‘ 表达的函数
,

而在这展开中 二 变成了
劣 十 或者说从 增长到了 念

但是所有这些条件都是下面这一事实的另一种表述
,

即 这个定理不过

是翻译成微分演算语言的
、

带有正整数幂次的二项式定理
。

凡是这些条件不满足的地方
,

也就是说
,

凡是泰勒定理不能应用的地方
,

就会出现微分演算中的所谓这定理的
“

失误
” 。

但是泰勒定理的最大失误
,

并不是这些特殊的应用上的失误
,

而是一般的

失误
,

它把任何幂次的二项式的仅仅符号的表示式
二 ‘ , , , 的

变成了这样一个表示式
,

其中 二 是包含所有幂次
、

因而本身没有任何幂次

的 二 的函数
,

以致 二 , 十 的 同样包含所有幂次而本身没有幂次
,

或者不

如说 是当 ‘ 增长时变量 ‘ 的任一函数的未展开的一般表示式
。

因此这个

没有幂次的 十句所展开成的展开级数
,

即 夕十 十 砂 十 护
,

也包

含所有幂次而本身不属于任何一个幂次
。

从普通代数到变数代数的
、

而且确是借助于普通代数的这个跳跃
,

被认为

是一个既成事实
,

它没有得到证明
,

并且从表面看来是和普通代数的一切法

则相矛盾的 在普通代数中
, 二 劣 , , 二 二 十 决不可能具有这种意义

。

换句话说 起始等式
, ,

或 二 或 二 , 刃无
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不仅没有得到证明
,

而且还自觉或不自觉地 假 定 了 常 量 可 以用变 量来代

替 —因为代数学
,

从而代数二项式也只容许有常量
,

而且只容许有 已知的

和未知的两类常量 —这种代替就与代数的一切法则相矛盾
。

因此这等式的

来自代数的推导似乎是建立在一个骗局上的
。

如果泰勒定理 —它的失误在应用中几乎无足轻重
,

因为它们实际上只

限于那些用微分方法得不出什么结果
、

因而根本不能用微分演算来处理的 ‘

的函数—在实践中现在确实还证明它是整个演算的最概括
、

最一般和最富

有成果的运算公式
,

那末这只是为他 ①所从属的牛顿学派和微分演算的牛顿

莱布尼茨整个发展时期所建立起来的大厦加了一顶花冠
,

这个微分演算就在

其开头的一些假设中从错误的前提得出了正确的结果
。

泰勒定理的代数证明现在由拉格朗日所提供
,

而且这个证明根本就构成

了他的微分演算的代数方法基础
。

关于这件事本身我将在本手稿的可能要写

的历史部分中详加叙述
。

这里作为历史的漫游只是提一下
,

拉格朗 日并没有追溯到泰勒所未曾意

识到的基础即二项式定理
,

而且是最初等形式的二项式定理上去 在这形式中

它只由两个量 二 或者在这里只由 ‘ 哟所组成
,

并且有一个正的指数
。

他更加没有追溯下去而问自己
,

为什么翻译成微分形式的
,

并同时通过暴

力从它的代数条件中解放出来的牛顿二项式定理竟会显现为他所奠定的微分

演算的概括的一般运算公式呢 回答很简单 因为牛顿一开始就令 , 一 二 二 ,

从而 二
, 二 十 二 。 所以差值的展开立即变为和式的展开

,

变为二项式 二 对

的展开 这里我们完全不管他本来应该令 二
, 一 二 刁二 或 从而 二 二 十 乙,

或 二
。

泰勒只是把这体系的基础发展到了它最一般和最概括的形式
,

但只

有在微分演算的所有基本运算已经发现时
,

根本才有可能做到这一点
。

因为在

人们不是对所有的 劣 的主要函数已能演化出它们相应的 刃 ’ 刃 , 等等的时

他的嚣
, 敝 、 。 ‘ 。 , 。

厂王牙五守守人钊
‘

公忌人

拉格朗日则相反
,

他直接追随泰勒定理
,

当然从这样一个立足点出发 一

方面
,

牛顿一莱布尼茨时代的继承者已为他提供了 二
, 一 二 二 的修正了的版

本
,

因而也提供了
, 一 二 二 一 二 ,

另一方面
,

他恰恰在把泰勒公式代

数化时建立了他自己的
“

导
”

函数理论
。

〔就这样
,

费希特追随康德
,

谢林追随

费希特
,

黑格尔追随谢林
,

而无论费希特
,

谢林
,

黑格尔也许都根本没有研究过

① 这里的
“

他
”

是指泰勒
。

·
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康德的一般基础即唯心主义 否则他们就不会把它继续发展
。

〕①

如果我们取泰勒的起始公式
二 ,

, 或 ‘ ‘ “ 刀 刃 ”
⋯

,

那末可以把它写成
‘ “ “ 尸 ⋯

。

如果我们把括号里的整个表示式称作
,

那末

或 二 二 。

拉格朗 日说 这就是一旦变量 二 变为 二 十
,

从而 劝变为 二 时整

个展开级数所必须化到的那个表示 式 因 为如 果 我 们令
,

那 末 得 到
二 十 ,

也就是说
, 十 又化到了它原来的表示式

。

这就给我们证

明了
, 二 的展开级数的第一项必须置为 二 或

现在
,

我们来详细研究 凡它是
, ‘ ⋯

因而
, ⋯

。

如果我们令这个 二 夕 ,

并令括号中的表示式
,

那末 夕

如果我们现在把 夕 十 的值代入
‘ ,

那末我们得到
‘ 十 二 劝 十 夕十 口 二 劝 十 夕无 护

也就是
‘ 夕无 , 。

拉格朗 日起初只考察第二项
。

由于 只在其外部附有作为因子 的 不
‘

象 本身在其内部还包含着 无的函数
,

并且由于除 劣 和 外我 们 根 本 没

有级数的任何其他构成元素
,

所以 尹 必须是 二 的一个函数
,

而且确是它的一

阶导函数这个 的最小展开
。

然后他证明
, 夕 既不能 或 ‘

,

又不能附

有具负数或分数指数的 入
。

在这证明中
,

巧妙的一点在于
,

因为 劝 中的变

量 二 是不定的
、

一般的
,

因而决不会取一个 二 等等的特殊值
,

而且总是能够

作任意增长
,

所以 二 十 在它的级数展开式中和在包括后者的一般展开定

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。
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律中恰恰排除了在泰勒那里作为失误而出现的一切特殊情况
。

〔巧妙的另一点

是
,

那个同 , 的展开为级数交织在一起的导函数理论
,

又可以立即应

用来更加详细地确定这个级数的各项
。

但是这里我不想对这点深入下去
。

①

所以到目前为止我们有
二 二了二 夕 或 二 十 ⋯

如果我们现在比较详细地来考察
, ,

那末它是
二 十 尔 胭 尔 ⋯ 砂

二 护 护 十 十 护 十 ⋯
。

如果我们称
,

并把括号中的表示式称为
,

那末 砂 二 十 丑 砂

因此

如果我们把这表示式代入
,

那末得到
二 二 夕 叮 ,

劣 “ 二 夕 叮 “ 五 “ ,

照这样继续演化下去
,

我们就得到
二 犷 , 少 ,

⋯
,

‘ 夕 或 二 夕无 或
‘ 二 , , “ 习 ⋯

这个级数不会完结
,

因为每次总会重新获得一个新的表示式
,

象上面获

得 , 那样
,

会获得 少 十 ,

其中 在自身中又包含着 , 和 的

函数
。

因此这种展开方式就排除了展开级数的任何一个最后的终结
。

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。

一 ·
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麦克劳林定理

泰勒定理所展开的是 二 十 或 二 ,

而麦克劳林则是 劝或

也就是说
, 二 的函数本身不是要用代数方法而是要用微分方法来展开 因

此
,

事实上它无非就是要通过微分把 仁各幂次 〕的常系数找出来
。

如果我们有一个二项式
,

例如 二 。 ,

那末根据我把 二 或 取作前一

项或后一项的不同
,

能够把它展开成两种形式
二 二 ‘ 公 , ‘ ,

二 “二 ,‘ , ‘“ ‘ 。

在 中
,

用 二 表达的函数以被展开的形式出现而具有正整数升幂的 。
,

也

就是
,价 ,护 等等作为纯粹的因子

。

在 中则相反
,

用 表达的函数以被展

开的形式出现
,

而具有正整数升幂的 二 作为因子
。

等式 显然是 的倒逆等式
,

因为如果我倒过来念
,

那末就是
吕劣 劣 , 劣 劣 。

因此
,

如果泰勒的起始等式是

, , , 刀 ‘ ⋯
,

那末
,

当我们用 表示 护
,

用 表示
“ ,

用 表示
,

用 表示 时

尽 二 妒 十 沪 二

在 中
,

不定系数
, ,

等等都是 二 的函数
,

而在 刀 中
,

它们则是常

量 。的函数
。

或 。 或 二 “

优 饥 挑 一 劣
一

滋 一 ,劣 ,

一 一

一 一

协一

, 一 一 一

一 一 一

一 劣 ⋯

由于只有变量才可以微分
,

所以通过微分来演化 二 的函数的常系数似乎

是一种附加语的矛盾 ①
。

但是
,

我们将按照在泰勒定理中所做的那样来进行
。

如果我们令 二 二
,

那末

①
“

附加语的矛盾
”一词

,

原文为 七
。
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, 或 二 二 ,

变为
夕或 或 二 ” ’ , 。

如果我们就这样通过令 。 幻
“
中 ‘ 二 而获得了 的第 次幂即 俨

,

那末用同样的方法就可以找到 沙 的一切导函数
,

为此我们只要先通过微分运

算求出 。十 二
’

的导函数
,

然后再令 二 因此
,

由于

或 二 。 二 ’ ,

所以

粤
一 。 、 二 二一

劣

如果我们在这里令 二 二
,

那末 。 ‘ 一 ’
就变为

“ “ 一‘ “ 仇 一‘
‘ 。

我们就这样陆续得到级数的各项
。

因此我们得到

了二 了 了
尹 二 十了

,

共 了
尸尸尸

卜票号
十 ⋯

白 白 口

一 , 、 ,

勿 、 砂妇
,

一 火 宁 、〕石 苏 卞 万万万 万二豆 了 沁
一 宁

叻山 一 二 伪山

砂 、
。

二
,

办妇
「 石 石 下 、 不 山 门

’

丫 一二一一二厂一不下一一 一 、一万一丫 , ‘‘ 一
“ 乙 劣 。 乙 ⋯ 劣仍 。

式中括号
。

表明
,

这些符号微系数相应于其中已令 二 二 的那些
“

导
”

函

数
。
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泰勒定理增补四

,

或 二 几 或 ‘

舰 仇一

今
饥 哪 一 。一斋

饥 仍 一
一

饥 一 劣 , 一 不
一

务
, 一 饥 一 一 二“ 一 二 下二 二 气 十

如果我们令
,

那末得到
二 劣 。

秘密就此识破
。 二 的

“
的第一项

,

也就是 二“
,

不被看作二项式的第一

项
,

而被看作变量 二 的已知函数
,

在这里是 二“
。

因此
,

中右边的整个表示式

减去 二“ 本身以后似乎是这样产生的
,

即 二“ 中的变量 二 增长并变为 二
,

而

这个 , 就变为 二 “ ,

或者变为象我们〔上面 所写的那样
。

在把 二
,

看作 二 的系统中
,

就是这种用以把 已经包含在级数中的那些

逐阶
“

导
”

函数找出来的方法
,

也 已经从我们用以找到 “ 二 的第一次运算

中得出来了
。

沙 只有 或 作为因子 所以 一旦令
,

其他附有 的

项就此消失
,

只留下 “ 作为
,

的等价物
,

而
,

则重新变为

因此
,

其他一些 二 的函数都必须从它们各自的 那里逐个地解放 出来
,

然后令
。

如同在第一次运算中通过令 为零使 二 的 变为 二 ,

变为 二 那样
,

借助于有关的运算
,

左边将得到它的相应形式作为符
一

号微

系数
。

由于
“

或 劣 或 劣 劣 一 又 一 劣沉 一 艺万 二万 ⋯
自

所以

, 一 或 八劣 十 九 一八劣 二 劣“ 一 十 饥 一 劣“ ’ 不丁

如果我们用 去除两边
,

那末

一

恃 斋沪过
, 、 , ‘

“

二 劣仍 一 十 哪 一 劣份 一 “ 饥 哪 一 饥 一 艺 劣阴 一 一
二

乙
、 、

乙万
‘

”
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。二 , 一‘

在这里占有以前
“
所占有的同样地位 ⋯⋯

如果

饥 饥 一
劣 九 仍 男 劣爪 十 一一一二丁一下 一 劣 一 若 十

, , ,

乙

那末微分演算与泰勒无关地已经证明了 若 二 劣“ ,

则

十 , , 、 , 一

嚣 或 尹
‘ “ 饥“

一‘ ,

鲁 或 ’’
劣 , “ 一 ‘’‘

”一 ’ ,

等等
。

但是如何证明的呢

作为例子
,

让我们看变量的乘积 二
。

如果它们变化
,

那末这乘积就变为 二 十 二 十康
,

这是一个二次的二

项式
。

它与 ‘ 劣 或 ‘ 十
,

形式上的差异仅仅在于我们把第一个
二 用 二 二 来代替

,

而把第二个 ‘ 用 “ 约来代替
,

所以我们得

到的不是 砂 十 二 二 十 而是 二 十 叔二 十 二击 十 二六 如果我们从这里减去
二 ,

那末得到 骊二 十 康 十 二击 如果我们删去末项
,

那末就得
之 男 劣 礼

在这样借助于二项式演化出 武二之 耐 二康 以后
,

这个式子就可以应

用到任意个变量的乘积上去
,

例如
二 , , 。

劣之锐刃

之舫秒 劣

—
男之锐衫

劣 乙刀 之

劣之 毛公

, 之劣 妙

十

—
劣之肠秒

劣之公 乙

十

—
一

劣之肠沙

如果我化约两边
,

那末得到
二 ’

劣之倪秒

刃

劣

之 祝

—
十

—
十

—之 沙 杯

①劣任一一
社口一劣

,一

二

劣

劣

—劣 — —劣 劣

汉劣

—劣
淤

劣

, ·

鱼
刃 二 二 ,

劣

二

刃 一

假定说
,

这是由 个可变因子而不是由 个因子组成的乘积 二翎耐 等

等
,

那末

武沪 饥而
劣解 劣

① 后两行是马克思用铅笔补写上去的
。

· ·
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因此

二“ 饥二 ,
劣

劣

劣“ 二“ 一 劣

或者
二 ,

劣

·

取 ,
一

劣

而卫婴土
一 一 饥 , 一 ‘冲

一 ,

肠涛
等等

。

所以这个式子只是由于应用了作为运算公式的
二 二 十 二

才得到的
,

而这个运算公式则是应用二项式得到的
。

关于等式

二 梦 或 劣少 戈男少丁
‘

劣
·

, 二

‘ ’

贬劣 、二万丁了丁了
十厂 劝

’一

二一

—一
, 二

现在也许可以这样说
,

虽然’二 二“ 一 , , 二 一 二 ”一 ”等等也是为
卜 , , 、

一一
、

一 一
, , , 、 , ,

一
微分便异肪址头 阴 旦双子囚卞万丁不

,

‘
· · · 等等却是直接从

二项式定理接受过来的
。

对于我们的目的来说
,

问题恰恰在这里
,

但它与从第

二项开始上升的函数的系数
,

脚
,

胭
,

个
,

尔 等等总是直接
“

从二项式定理
”

导

来相比
,

并不更足以为奇
。

、
一

袱 ‘、二、 谓 、 , 、 仍 一 ⋯ 一 一 , 、、 。 , 人二 , ,
至于一般的二项式系数 二 竺兰一

一立专二汗共丁竺一 这是与饥个元素无产认 目 一协 产
、 、

林
·

⋯ 少 一 , 一
’ ‘ 产‘

重复地取 , 个的组合形式数 目相同的表示式
,

象在我们的情况下
,

若 ,

, 决不能比 饥 大
,

它就变为
一 ⋯ 一 一 、 一 一 ⋯

·

一

—
一 。

⋯ 一 ⋯哪

这是通过组合理论得到证明的
,

而具有正整数乘幂的二项式定理本身不过是

组合理论的一个特殊应用 组合形式的数 目用排列形式的数 目去除 而 已
。

但对 于 , , 二 二 , 二 二 等等的微分方法来说重要的是
,

凡通

过二项式定理给出的
,

就表现为由微分演算本身导来的
。

但是这种推导本身
,

象我们在用微分从 二
,

导出 酬
‘一

等等时所看到的

那样
,

又只能在二项式定理的基础上进行
。



〔七十年代的几份手稿〕

《曲边形求积 》

摘自 年牛顿向伦敦皇家协会会长提出的论著 《运用无限多项方程

的分析 》
。

所讨论的是形如 二 二“ “ 的 简单 曲线 其中例如对于抛物线 扩瓜

而 ‘“
“

扩
, 。

二 , , , , 。为给定的量
, , 、 为整数

。

如果 砂
” ,

那末

面积
沁

刀乙

这是不加证明地提出的
。

作为例子
,

他给出

护 二
·

砂
, , 、 因此

面积 。

合
。

如果 、 万 二 , , 夕

面积

, , ” ,

那末

”一

普
二 。

他在这样列举时
,

无论对于一般的定理
,

抑或对于例子的任何说明
,

都没

·



有给以证明
。

如果我们看第一个例子 二 护 那末面积元 ,众 沙 ‘
因此

面积

第二个例子 二 二‘ ,

歹劣 劣
劣

劣

面积
·

面积元

劣 , 劣

劣

劣

护 面
。

因此
告
一
旦

一般而论 如果
劣拼协

那末

面积元 二 , “少 二

因此

面积 “‘“ “ ‘

韶‘
粤十

肠祷
『‘

玲

—
玲

界

仲弓 比

劣 ’己

一
一

刃乞

儿

刃龟十 牲

仍 丹

劣

牛顿从解析几何已经知道
,

抛物线等等的面积元 二 ,

即等于所要求的曲边

形面积的微分 由于 根据曲线方程 二 劣
“ ” ,

所以这个微分

的横坐标表示式乘以 ‘ 。 再者
,

他从同一个来源知道
,

面积元的无限累加
,

即看作

·

二韶
”呱‘

,

即等于

面积可以看作这些

‘“ ” ‘ 。

他还知道
,

对于 二 其中饥 可以是任何一个臀
,

只要 哪 和 , 都是整数 例

如 。
,

则 二“
“ ‘ ,

其结果为
劣附

,

这就给出

“ ‘ “ 劣
饥

仍 饥 十
劣份胜 。

此外
,

例如对 沪 的微分运算曾告诉他
,

其微分为 黔
一 ’ 二 ,

也就是二项

式定理的第二项
,

而它将重又变为第一项
,

也就是按下面的公式积分得

饥 一 淤

丽几下云蔺牙
劣“ 。

如果他知道了这个公式
,

那末他就会从解析几何知道
,

它是 二 的积分
,

也就



是曲线方程中被微分过的‘ 的函数的积分
。

但是他完全没有能够把微积分应

用到解析几何上去
,

他对一般定理的下述证明就说明了这一点
。

在这个证明

中 辅助口
,

或者不如说辅助梯形
,

不是由 二 和 十 所构成
,

而是由 ‘

和某一个高所构成
,

这个高不是纵坐标
,

因而当 二 消失时
,

它也不会消失

他不是从方程 二 ,

而是在假定面积为已知的情况下用几何方法来作曲

线 利用对 二 的已知函数的微分找出高度
,

然后反过来推断 如果现在

这个高度 如此这般
,

那末当 用这种表示式给定时
,

面积就反过来必须是

这样那样
。

但是他却回避去真正进行积分
,

或者去指出如何用演算来实现这

个逆过程 否则他也就会发现
,

这个公式并非对于所有简单的曲线都已够

用
,

而还要
,

这个常量在许多情况下并不是
,

而是必须加以确定的
。

我

们将在下一页如实地给出他的所谓证明
。

必须注意 在我们写作 二 ,

沪 等等的地方
,

他都写作 。
,
护 等等

。

证明的准备
。

所要计算 的面 积 二 且刀 月
二 。 口 尽 。 , 面积 月

月 劣 介 月 记叽

尸

月

从 劣 和

设 之

这样就得到

之间任意假定的关系出发我按下列方式求 势

—劣
一 一 名‘ 二 石 ,

劣 。 ,

日
然后用 二 十 二 代替 二

, 。 , 代替 礼

参
‘ 十“ ”“

“ 记劝 因此

音
二 十 二 二 ‘ ‘ ‘ , “ 十 “” ‘ ”, ‘ ’。



,

—
一

劣 ” 名‘ 里 消去这两项并把剩下的用 , 去除
,

就得到

号
‘ ‘ ‘ ”· ·” ·’ ‘ 。

如果我们现在假定 月 二 无限地减少并最后消失或者实 际 上 变 为

在这之前他早就称它为
,

那末与 。 相乘的那些项就此消失
,

而我们得到
,

合
· 劣 之· ,

或 号 一 因而

号
‘ “ “”。

但现在 。 为什么 。 又不是纵坐标
, 二 又不是 。 的函数 当 劣 变为 时

就变为
,

因此

普
’ “· 之“

, ,

万 劣
一
‘

一 。

, 。一
口 穷与 , 了

,

’

一

护 鱼扩
。

,

则

言
‘ ,

二 一 石

—劣拼
劣

劣合

二 ’一蓦
, ,

〔所以当我们 不是从作图得出而是令微 分 矩 形 劣 ,

然 后 通 过 对

的微分从所假定的面积表示式找到了 之

兽
二 的时候

,

我们就找到了

。

①

现在牛顿补充说 —这一点应该证明他
已经懂得积分

“
因此 因何 如果反过来

“

叭就是说
,

如果我们有了曲线方程
,

那

末面积 一

粤
二“

一“ · 。

, ,

一

所以这个过程是这样 如果给定了面积方程
,

其中面积是用横坐标表示

的
,

那末我利用微分就会找到曲线方程
,

例如 二‘ ” 因而夕
·

淤
‘

” ,

如果我把
、

一一
, , , 二 , , 、 , 、 , , ,‘ 卜 , 。 」 , 。 、 , 」

‘

二 , , 、 ,

换成 或者其他给定的数
,

并把音换成于
,

那末 二 ,“

今
,

也就是会找到用一 扩 、
‘ 一 曰 产 、 ’ ”切 ’ ’ 召目 护 、

’

娜
’ ‘ ”一 ‘ ” “ 曰

,

、‘ ”
谬

横坐标 劣 来确定纵坐标
。

然后我推论出
,

反过来也必定可以从曲线方程 —
也就是从被积函数 —求出这个面积

,

而且这个面积必须就是我由之求出
劣价出

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



的那个面积
。

这样做时
,

我还根本没有进行过积分
,

就象原 先在 导 出面 积

的微分时根本没有直接对曲线方程 —实际上 它 是 我 反过 来作为 结
果求得的 —进行过微分

。

此外
,

要是牛顿认为这种他称为
“

证明的准备
”

的

做法本身就已经是证明的话
,

那他就不会跟着再来一个证明了
。

但是这个所

谓的证明仅仅在于用一般代数的形式来代替确定的数
,

即用 二

来代替 冬
二 坦而把同一件事重复一遍罢了

。

件

怜乙

拼十 比

劣

就请看下面的证明吧
。

证明
。

如果现在一般地 “
铃

—
男

升乙十

”

以代替
一

粤
二 这是代替数字

的一般代数表示式 或者 它仅仅是一种代数的简化
,

用比较简单的表示式来置

换
,

而 以后可以再用它们的值代回去
,

或者
刀

“ 以及 十 , 夕 ,

如果 通

过这个置换
,

它并不提供新的证明论据
,

而只是把假定用另一种较为简单的符

号重复一遍 二 ”协 或
了‘ 。’‘二 ‘’ ,

那末当 完全象以前在准备中那样 用 , 十 二

〔象上面那样他写做 二 十司 ①代替 , ,

并用 之 , 象上面那样他写做 腑

或 以后会证明是同样的 十 二 代替 时 这里的改进在于
,

不用呷嗦就直

接把面积元 口 作为 劣 确定了下来 ②
,

” 二 夕二
一 ’ 二 ⋯

“ ”一 ,梦岔二 ⋯
。

。” 与 “
”

相抵销
,

而其余的用 二 去除以后
,

就得

”

夕 一 , 之刀 一‘
之“

之

,艺

劣

或除以 。
·二 ”

”

夕劣 ”一

’劣

”劣 ”

一 厄矛而沙矛
’

夕劣 一 乙劣 多 由此得出

夕劣 一 劣
广几

恻刃
几

尹 劣 旱

如果再把 夕和 的值代入
,

那末最后得到 二 砂
”。

即这时

卿 十 , 一燮生 二 竺镖 卿 丫内 、 一姗
优协 、

、

刀乙十 件
,

“ “ 厂

因此
,

如果反过来令 二 二‘ 厂“ 也就是说曲线方程 已给定
,

那末就得

的值
一

洽
一

万韶鄂
,

证毕
。

这就是说
,

并没有证明出什么来
,

而只是用一般的

代数形式把
“

证明的准备
”

重复了一遍而 已
。

①② 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。

一 ·



,

「田 望鳖一
‘

军琴
了 劣

’

汀刃 忍 鲁等等符号代替韧

比值
二 一 二 二 一 二 , , 一 , 刁

——
一一一一一 止全为 —一丫二一一叹丁一—

月为下二一一下二 月儿丫不
,‘ 沁 一 沁 丙 一 山 习沁

表明 劣 原来的量与其增长了的量 ‘ 十的 之间的差值
,

或者 ‘ 的函数即
劣 的增长率与 就是其函数的变量 二 的增长率之间的关系

。

这是 ‘ 的函数的差值与变量 劣 本身的差值之间的比值
。

在分子中
,

我们有 ‘ 的函数之间的差值 在分母中
,

有变量 二 本身原来的

量与增长后的量之间的差值 分母中是 ‘ 变化的量度
,

分子中是其函数变化的

量度
。

如 是 的一阶差值
,

而 刁二 是 的一阶差值
。

如果 刁二 变为
,

那末 刁 也变为
,

因为 只是由于 变成了 二 十 」二

而变为 的
。

我们在第一个和第二个表示式

二 十 一 劝
一

二 一 幻
劣 一 劣

, 一 刁
一 劣 刁劣

中看到 如果 变为 。
,

我们就有

‘ 一 劣 ‘ 一 二

“

至于一旦 刁劣 或 变为
, 一 或 口 也要变为 二 这一点

,

那是显而易见

的
。

因为
‘ , 一 ‘ 二 二 刁二 一 劣 刁, ,

所以一旦 刁二 变为
, 」 就要变为

因此很明显
, 刁 或

, 一 在这里不但要变为 。
,

而且只是由于 刁二 的变

为
,

或者 ‘
,

和 ‘ 的变为相等即 ‘
, 二 才变为 的 由于 ‘ 一 ‘ 刁二

,

即 十

刁二 一 二 刁二 ,

所以当 刁‘ 变为 时
,

左边只能变为
,

或者 ‘ 十 刁二 变为

因此
,

即使在 刁 的消失中函数 还保持着对其自变量 劣 的依赖关系
,

而

且 刁 的最后转变为
,

它的最后消失本身就是 口‘ 这个变量 ‘ 的增量消失的



结果 函数 , 对变量 二 的依赖关系一直保持到化为零
。

但是在粤这个表示式‘ ’一 , ‘ 以 ‘ ’节

一
”子 ’‘ 、

‘

一 、‘ , 、

一
’‘ ’一 ‘

一

碑 ‘ ’“ ‘ 、 “ ’

一 一
’ ‘ ’ ‘

’

‘ ”

中
,

函数 与 就是其函数的变量 ‘ 之间的这个质的关系也同样消失了
。

分

子和分母之间
,

变量的函数和变量本身之间的质的差异
,

其任何痕迹都已在表

示式号中一笔勾销
。

因此
,

为了表明粤的起源和意义
,

我们用 二 来代替消失着的 刁二
,

这样一
‘“ ’ 子 ‘ ‘ , ”切 ‘

闪
’ ‘ ” ‘“

、 ’、 ‘一 、 ” ‘ ’

“
‘一 ’ 、 目 , 刁 、 月 卜 砂 一

’

”

来
,

消失着的 刁 就自行变为
丫 。 曰 ‘八 八竹 口 曰科

, 卜 曰 去店仙破平品偏白 品 。 斤
,

左 小
少 岁

、 , 花〕二丁 、
‘

人夕 不 口 一 ‘ 可
,

勺 , 哟 “ , 匕乙刀已门上 ’、父口二苛
二工、汀 细 尸七 口 山 不目乒拭

‘

日
奄边尹

下粤所由产生的这一过程的符号 而且它表明 乙 , 的变为 。产生于函数 , 对
” ’ ’ 一 ”子

一 一
’

一 一 , ’ ‘ ’ ‘ ”
’‘

一
‘ ‘ 口 曰 ,

一
, 一 ’ 一 ’ 口

‘ ’

变量 二 的质的关系
,

因此 刁 的转变为 是 刁二 转变为 二 的结果
,

而这是

粤所无法表明的
。

所以这个质的关系就这样在否定中被固定了下来
,

而转变
’‘ ’ ‘

一
‘

一 “ ”
甲 “ “

’ ’

”‘
、 一“

、 ”
一 ‘

“ “一
‘

”一
产

” 一
产

”
’一 ” ’‘ ’、

就是这样的否定
。

相反
,

在粤中表示不出什么东西消失了 所表示的只是量” ”子 曰 。 ’曰 、 一
’ ‘

“ ” 一 ” 一
‘ ’

一 ”
‘ 、

”
’‘ ”一

‘

” ”砂
’

的方面
,

即分子消失了
,

分母同样消失了
,

因而 比值本身也消失了 但是所存在

着的一个质的关系
,

即分子中的 。只是分母中的 。的一个结果
,

因而本身是函

数对其变量的依赖关系的一种表示这个质的关系
,

并没有被表达出来
。

完全正

确
,

粤可以表示任何一个量
,

但是 二 同样也可以表示任何一个量 无论是粤的“ ’ ‘

“ 、“ ”一
’ , ’

一
’

一
‘

一
’ ‘ ” 一

‘ ”一
’ ‘
”一 ”

’

一
’ ‘ ’ ”子

或是 二 的特殊意义
,

任何时候都依赖于确定的条件
,

或者依赖于粤或
二 在其中

一
’ , ’一 ‘ ‘ 、 ”一 ”

’ 一

“
’ 、 ” , 一 ’ 、

‘

⋯
‘ ”“ ‘ “

、

”
’ ” 曰

’‘ 、
’

⋯
’ ”

一 产
、 ’

出现的那个函数
,

以及依赖于无论是冬所由产生的或者是
二 所由变化的那些

, “ ”甲 ”
,一 ’ ‘

,
’

护、 ’扩 、
‘

⋯
’ ‘ ‘“

’‘ ’ 尸

一 ”
碑 曰 ” ’ 一

’“ 尸 研 ‘ ,’

一

确定的条件
。

泪 百 仆 介
、今 陇 卜 入神川 巨 。 桃 以 十二 刁 品仕六止 , 泊 山

旦大已 , 丁芍“ 」
口户

二 尽 七人袱 侧又 , ,士 土 厅 丁 ,
一

万灭丁刀尺二了 、二蔽二口 勺多乙 丁丁 , 刁 、 旦田
切山 ‘ 山

于研究了粤的演化过程 而且还由于从原始等式所得出的那个结果 。 这个结
果就是冬

· ’二
,

而不是冬 。或者任何其他的一个任意实在值 。

这就是

‘

一
‘ ,

‘

,
,

要 扮
, 尹 二 ,

乙

吞 一 二 命
“ ‘ ‘ ,

万分了了白 口 任

, 二
一一

一。月任

等等
,

等等
。



因此我们看到
,

冬的第一个实在内容等于
二 的一阶导函数

,

或 ’ 二
,

而
产 ‘ 、 ” ’ 曰 ‘

‘ ” , ‘ ,

”
、

一
’ , 目

’ 门 一 钾 ’

” 一
’

”
’”

要的其他内容或实在值
,

则都由变量 二 的确定的
、

从 二 的原函数导出的
、

依次
” , 产 、 ’

一
’ 切 曰 、 一 ”

’‘ 一

一一
” ,

’夕 ’ ” , 、 ’‘ 、 ”切 、 ’

, 曰 , ’ ‘价 、

按一定规律一个接着一个产生出来的那些函数所组成
。

我们一开始就能说出什 么 时候李会变为
二 。,

从而无论是微系数或者

是极限都将消失
。

在过程中变量本身一旦消失
,

或者变为等于一个常量
,

那就

是这种情况
。

例如
,

如果我们有
, ,

‘ 无 ,

那末
, 二 二 无

因为当 变为 时
, ,

在这里就变为 二 二 二

因此

,一一
夕一劣刁一刁

一一
, 一 或 刁 二 瓦

一

劣 一 劣

了 二 十 一了公

劣 一 劣

。 , 器
因此粤

二 ,

变量 , 在这里 已不见
。

二、 二 。 ,, , 。 。坤 。
又目二对之寸弋

’

少 〕万 与
护

目 丁丁
沙魂

户

那末会 因此 劣多 从而 因为

刁万 一
竺

冬在这里变成了等于一个常量 ⋯⋯

假定我们对斋进行第二次微分 由于常量的增量
,

‘以丢翻 念
或号

。
。

〕①

因此
,

只有当人们用会把号中的质的关系固定下来 符号化 的时候
,

人

们才有可能去固定那些和第一个号或号
‘ ,不同的

、

但与之相联系的
、

并从它

户

一一一① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



相继产生的粤
,

粤
,

冬 使它们成为彼此有规律地联系着的产生它们
一

, 曰一
广

一
、一 ’ 、 一 ’ 、 一 ’ ” ” 一‘“

’币 ‘ ” ‘目一月
、 一只 尹 ” ‘

的过程的符号
,

并且由它们自己通过其中出现它们的不同实在值的右边说出

它们之间的这个联系
,

而这些实在值彼此处于确定的关系之中
,

并且都或近或

远地来源于 劣 的原函数以及这原函数尚存在其中的第一个等式
。

原始等式
二 , 或 , ,

了 二 或 , 厂 二 , 十 鲁了
” 二 。 十

‘

青 ,
尸尹尹 二 “

惊乡可 ,
· ‘ ”‘ ⋯

首先发生的是
,

我们从 二 十 减去 二 或者从
,

减去
。

于是只要
,

我们就得到

刁 了
二 , 十鲁

产 , 二 ,
· 、

去了
尸声 二 无 十不李丁了

· 劣 , 生 、

乙 自 口 ‘ 任

然后为了要找出 二 的 与 了二 之间的差值对于变量 的增量的比值

由于 二
, 一 二 的

,

两边都用 去除
,

我们就得到了

豁
一 ,

尸 劣
卜合,

尹 二 ”

责 ,
尸 尸 二 ” 厄

瑞
” ,” ⋯

止 、伯
, , ,

刁 二 、动二
、

斗 人 丰 协 韧 二‘ 廿小‘ 公 , 。
、

斗帐 、小
为获得比值纂所必需的这个用 ”去除

,

把原始等式的第二项和这新等式

的第一项
,

实际上就是只有以 的一次幂作为因子的那一项
,

从 那里解放

了出来
,

但同时也把原始等式的所有其他的项作了修改
,

使它们每一个都附有

一个降低了 次幂的 所以
,

例如第三项就附有
““ ‘

或 尔
,

而不是附有 砂
,

等等
。

然而重要的是要牢记
,

把原始等式的第二项从因子 那里解放出来的

那个过程
,

也把所有其他的项修改了
。

其次
,

我们从出现 刁 的 也就是由于 口 二 一 二 而还有 二 的原

函数参与其中的 等式看到
,

的量越是减少
,

那末随后各项的每一项与它前

面一项相比就显得越小
,

以致 ’二 仅附有 一次幂的那第一项 ’ 二 表

示
,

与 夕之间的最大差值
,

而且 变得越小
,

这第一项就越加变为其总体由

或 刁 的级数所表示的那些部分差值的总和的极限
,

或者说 勿 比 ’ 二

得越少
。



〔代数中表示式号和微分演算中

表示式鲁之间质的差异 〕

令
,

无论是榭
,

用 等等
,

亦即无论是我们在第一次微分时得 到的

刹
,

以及作为逐次微分的结果出现的 影等等
,

凡是在 表现为自变量和

, 表现为因孪量的地方
,

因而在它从会中产生出来并化为鲁的地方
,

在质

、 ‘

二
、 , , 、 , ,

一
、 , 、 , 。 , ‘ ,

上不同于象在晋通代数中那样 是一 ’幂重盯找们脾得到四万
。

例如
,

果令 二
,

假使我们有
劣 一

劣 一

。 , 、
, 、 , 、 ,

。 、 ‘ 一 , 十 、。

四 匕 也 川 以匀肤 一 一一万二 瓦一一
一 另“

那末
, 一 砂 妒 一 矿 以及 一 一 内 ’

“ 一 , 。一一
一

万二歹 二万 , 但
一

匕小

是因为分母 。而变为要
,

而是因为一当我 们把 二 和 二 用它们的值 。 和 。
·

月
子 ’ ” ” 钾

”
“

一一
‘

一 一
’·

”一
· ,

一 一

代入时
,

分子和分母将同时变为
· ·

⋯

与此相反
,

在

立竺且二丝吐
二丛二竺

劣 一 劣 劣 , 一 劣

中分子的值则决定于并且依赖于分母的值
。

虽然我可以说 如果分子中的

变为等于
,

那末
‘ 一 二 二 一 ,

因而 价 但是我在这里 只有 当 , 一 二 ,

亦 即 只有 当 一 变 为
一 ‘ 二 时才能令

分子只有当分母改变其量时
,

才改变它的量
, · ·

⋯

在 , 一 中则不同
,

在 ‘
, 一 二 没有事先变为 或

, ‘ 之前
,

我就不能令 二 。

所以在分子不是变量 劣 的函数而分子和分母中的 ‘ 都是同一个常量
,

即

使它是未知的和还未确定的但总是一个常量的地方
, 二 和 之间这种质的



关系是不存在的
。

再者
, 一

丝卫兰 压生二困工型且
一 二 。。 所以当 二 。 时

,

一 劣 一 劣 一

劣 , 一

劣 一

。

、

、 人 。

丫 。 护 一 妒 , 二、
。 ,

二 、、。
。。 曰 八 竺二

一

旦里的这个 不是 二分书于象弓兽 “ 那样意义下的极限
,

是分式专二贡单心
“ ‘ ”‘ 劣 一 举 劣 ”一 刀 ‘

’

丁 ’ 只 子 ,
’一六 ’ 一 刀 ‘ 、 劣 一

一 ’

纯通过除法而得到的实际值
。

它仅仅是这个意义下的极限
,

正象任何一个比

数的实际值是它的极限一样
。

所以
,

粤
。

粤既不
,

也不
,

在这个意义下每一个等式都表示某
, ’夕

、 一 。 ‘ , “ ’ 一 ’ ’

一
’

一一
’ ‘ ‘ 、 ’ 一 ‘

个极限
,

而且甚至对于每一个常量如 等等
,

它的极限和它的存在是同时发生

的
。

不是
,

不是
,

也不是 与 之间的一个分数
,

而是 或 一 。

粤本身是它自己的极限
。

如果我把它表示成级数
,

那末

, , 卜 ,

正息了
,

盯 以了 丽
十

。 。 。

一

在这种情况下
, 冬变成它的无穷级数的极限

。

二 沪
,

, 二 “ ,

, , 劣 劣 劣 , ,

一 劣 十 劣 “ 十 “ ,

’ 卫份竺
‘ ’十 “ “

如果 无减少到 那末气竺
一
践 所以 、是 丛兴当

‘逐渐减少时所

趋向的极限 但这时就会
一

不厂 ,

驭

函数 的增量 二
变量 二 的增量 一 。

因此号
。

这与普通代数还符合
,

因为号可以 任何一个量
。

但由于在号中无论函
数的或变量 的任何痕迹都已不见

,

所以用表示式会代替号
,

就使我们回忆



, 二监 曰
。 ,

二流且 曰 才 , ,

众 才 曰 ,山玲 仙且
。

十书了石
。 从内

脸幽狱足 沙 义里足 叫 功 州 龙‘目大训里 哀牙 一 山 了万挑们小期沉 匕

的值 砂 是函数 的微系数
。

二 、 , , , 二‘ 二
, 、 , 二 ’,

胡 。活
, 进洞大训夏以从 匕

‘

俐 比沮砚牙
来代替要 已经不属于代数的范围 而

更坏的是 虽然鲁
·

是代表极限 的符二
,

因而
“

“ 本来应该总是写在 、

的下面
·
①

,

但是
·

为了便于进行代数运二
,

我们把鲁当作一个普通分式
,

把

会一
劣 作为一个普通等式来处理 这样

,

在消除了这等式的分母之后得到

的 二叼劣 这个 —以相当模棱两可的方式得到的 —表示式
,

就称为函

数 的微分
。

① 这句话出自布夏拉的微积分教科书
。



两种不同的微分方法〕

〔第一种方法 极限方法 〕

在基础或出发点
,

也就是在求微系数方面
,

我们最初有这样的方法
二 二

, 二 。

例如当
二 二 ”

时
,

那末
, 二 二 ,多

由此

以及

, 劣 劣 “

, , 一 梦 二 。

用 除两边
,

我们得到

丫翌生乒竺 二 二 八

, ’

一 “
’ ’ “ 。

, 一 等于
,

的差值
,

对 的增量
,

所以 乙脚
二 十 丸 等于 二

,

的差值
,

等子 刁二 即 二 , ,

对 , 的超额部分 因此

我们可 以不写成卫里于翌一 二 。 而写成
认 “ , 少“

’

, ,如 一 “一
’

一
’ “

川 二
’构

、李
一

, 。

乙劣

这等式的左边表示函数 的有限差值对自变量 ‘ 的有限差值的比值
。

如

果我们现在令
,

那末就得到

‘

号
二 。

这 还在普通 代数 的范 围之 内
。

如果 我们例如有弓号兰
,

那末它

二 二 一

劣 一

因此令子
二 。 ,

因为在右边

一 ·



二 ·
二 一

二 一
二 · 。

如果我们两边都令 二 。 ,

那末我们得到要
。

由于刁二 ,
,

所以如果 , 。
,

‘ ”
’ 一 ’ 一 ‘ 、 ” ”

’

一
”一 、 “

’一 ‘ ’一 , ’ ,

一
。 一 一 ’ ‘月 ⋯产 ”

、
’

那末 刁二 并且由于 只是因为 劣 增长了 而变为
,

的
,

所以当 即
二 十 二 时

,

因此 刁二 二
, 刁 二

。

在这种形式下对此等式是无所事事

的
,

它既不含有函数的任何痕迹
,

也不含有主要的变量
,

粤表明两个差值 刁, 和
’

一
’

一
‘ 一 ’

一 ” 一 一
’一 ”一

’ 一 ’

一
’

一
’

”一一
一‘

一一
’ ‘

““
’

一 一 口 ”
’

刁二都已消失
,

但是我们要把已经消失了的因子的特性固定下来 我们要把它们

作为消失量 在所要否定的那个东西的特性的否定中 固定下来
,

因此用

来代替要我们不用 刁而用 汉
,

不用差值而用它的最小值即微分
。

所以

斋
男 。

这首先表明
,

组成比值的这些项是消失量
,

而一旦我们有了 二 ,

则表明

它们确实已经消失或者已经变为号
。

所以 劣 是它们变化的极限
。

这个微系数因此有两个表示方式
,

即它的极限
。

一个表示运动奥
,

另一个表示它的值
伪涛

运算完成之后所消失的是

将是计算中的一个错误
。

戍
、 去。 田 丁细亡 , 王钻防 不 书。士协

劣 一 多 尽 吩另“不
‘ 、

‘ 。 百 ,午 口 , 旧
, 刀 刁、刁九

所以唯一的困难是把消失量之间比值加以固定的这种辩证观念
,

而当它

一 一 一 一 ‘ , , ,
‘

, ,

一 、
二 、

一一一一一 一
、’,

‘

无溉 目 已明仕秀阴盯恢
, 比但 匕干 也新仕凌异明防朱甲润大

。

〔第二种方法 拉格朗 日方法 〕

这种方法的重要是为了以后的解析运算
,

而不是为了基本运算
。

因为在

我们有了
, , 二 , 肥 十 胭 十 ⋯

之后
,

那末当令

它
,

那末为了丢掉

, , 、 、

舫
,

一 ” 祝
, ‘

,

的时候
,

运算万才变为一轰一一 而 丑 , 如呆找们小令

护 砂 就须假定这些项与 相比小得消失
,

而



在此地这是完全多余的想象
。

但重要的是
,

当给定 , 二 并且 二 变为 二 十
,

二 变为 , 时
,

就有
、 , 一 ,‘ 二 一 ‘ ,

而这个必须依赖于 即 二 的增量的
、 ‘ 和 二 的函数之间的差值即 “

、一 钵 ,

可以用形如 十 尔 砂 的级数来表示
,

因而
舰 ‘ 无, “ ⋯

,

或
“ 劝 尔 护 二 ,

其中 的幂次是上升的 再则这些幂次只是正的指数 而且是整数
,

不是分

数 第一项必须是 、 二 二 式 这个 一次幂的系数是一阶微系数
,

而
二 ‘
是 、

,

和 , 之间或 二 和 二 之间的差值的第一项
。

微分演算的主要目的在于求系数
, ,

等等的值 所以微分是 刃 的

展开的第二项
。

〔切线问题 两种不同的解法 〕

〔这第二种应用了泰勒定理的方法
,

比第一种更加复杂而且更加 令人 厌

烦 它似乎回避了这样一个困难
,

那就是要使弧 卫卫
,

与弦 卫刃
,

重合起来
,

因而用一个一边事实上是一段弧的三角形来代替 然而很清楚
,

当横坐标的

尸

增量减小时
,

卫
,

就趋近于
,

直到纵坐标
, 尸

与 尸 重合为止
,

因而割线

卫
尹

也不过是切线 里卫 的延伸
,

所以 习尸 也就与次切线 少 相 重合
。

另一



方面
,

这种回避仅仅是表面的侣 因为整个奥妙只是在于两个三角形的相似
,

而

由于辅助三角形的两边由 二 和 构成
,

它们比点还小
,

所以在这种情况下

也就可以毫无顾虑地把弦与弧
,

或者反过来把弧与弦重合起来
。

此外
,

即使在

第一种方法中也只是把两条直角边相互作了比较
,

而对于斜边的特性可 以让

幻想来臆测
。

〕①

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



关于函数概念

如果一个问题根本可以确定的话
,

那末为了确定它就需要有 同所要

确定的未知量个数一样多的等式
。

因此所有的问题
,

只要其中给出的等式同

未知量个数一样多
,

那就都属于确定分析的范围
。

相反
,

如果一个问题没有提供同未知量个数一样多的等式
,

那末其中必定

有几个仍然是不确定的
,

并且仁在即将提到的界限内〕①可任意地由我们来确

定 因此这类问题称为不确定的
,

而且构成代数学一个特殊部分即不定分析

的对象
。

由于在这样的情况下
,

一个或几个未知量可以取任意的值
,

所以它们就容

许有不同的解
。

另一方面
,

这类问题的提出通常是附有条件的
,

即所要找的数

是正整数或者至少是有理数 这样一来
,

可能的解的数目就往往减到只有很少

几个 有时它的数目可以无限
,

但难以得到 有时则不可能有解
。

要找其和 的两个正整数
。

这样我们就有如下一个问题
二 , 二 一 ,

其中 只确定到这个程度
,

它必须是一个正整数
。

若我们令 二 ,

则我们得到 二 一 但 ‘ 要除外
,

因为 二 同

样应当是一个正整数
。

于是就排除了 二 这一确定 我们用试验方式可以

取的 的数值
,

因而只能是 一
。

这就是 可能的量的界限
,

它是由问题本

身所给定的
。

另一方面
,

从最初的假定
,

我们已经看到
, 劣 将因此而变为

,

这是

要除外的
。

同样
,

若我们取
,

则

劣 一 一 ,

就违反了数必须是正的这个条件
。

但是这两个由于所提的问题而被除外的假定已经表 明
,

的值 依赖 于

夕的值并且随之而变化 因为当 时
,

势将 ‘
,

当 时
,

势将

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。
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二 一 。

而且对等式的进一步处理
,

也给我们表明了这一点
。

可能的值
, , , , , , , , 。

而这时 二 相应的值
, , , , , ,

, , ,

因为 一 ,

所以如果
,

那末 二 二 一 二 等等
。

因此在这里
,

未知量 二 的值依赖于未知量 梦的值
,

并且随着 所取的任

意的
、

但在由问题所确定的界限 一 内的值而弈化
。

正是根据不定方程中的

这个关系
,

使得一个这样的未知量
,

如这里的 二
,

最初称为 〔另一个不依赖于
二 而相继取不同值的未知量 〕① 的函数

。

这是第一个在普通代数学范围内所

提出的把一个未知量表征为另一个未知量的函数的动机
。

这时立即可以一开

始就把一些象
, ,

那样的量
,

例如上述等式 中的 置之不顾
,

而只把 ‘ 确定为 的函数
,

即它所依赖的那个未知量的函数
,

因为 或 都

已经确定而且在等式的每一个可能的解中保持同一个值
。

或 二 依赖于未知量 的变化而改变其值
,

妇 或 ‘ 是 的函数
。

但是 的变化本身只在于此
,

即在一定的界限内可以任意赋予它不同的

数值
,

例如上面 个不同的值
。

若我们赋予它数
,

则 ‘ 一 二 如果
,

那末 二 二 一 二 ,

等等
。

的每一个这样的任意数值从 一
,

都能解这个方

程
,

因为它给 ‘ 产生一个与 所取的值相对应的值 但 始终是一个常量
,

不

管我幻赋予它的是值
,

或
,

或 在它自身中并不发生任何使它从 到 “或

者从 到 的变化 因此
,

它并不是变量
,

虽然它的值可以 —在一定界限
丙一为翻任意改变

。

在表示式而

合
中也是这样

,

其中 不象 , 那样是

一个未知量
,

的值可以由我们任意改变
,

但 ‘ 决不因此而变成一个变量

它只不过是一个未定的常量
,

正是由于这个原因它可以取任意的而且任何一

个任意的数值
。

如果我们令
,

那末
饥

哪 一
我们若给 仍 以数值

,

那末
宁玲

一 喜等等
。

同样
,

这里等式 二 一 , 中的未知量 , 不是因
乙

为 是常量
、

是变量而与 有所区别
,

而是因为 是一个确定的常量值
,

它在等式的任何一个可能的解中总保持为确定的
,

而 是一个不确定的
、

但每

次同样也是一个常量值
,

因而在等式的解中可以交替地确定为
,

等等
。

因此这里的独立未知量
,

象表达式
”乞

哪 一
中的 一样

,

也不是变量

它是不确定的
,

犹如 , 与算术上的数值相比是不确定的一样 它和 的区

别
,

在于代数表示式中的‘ 不象 那样是一个未知量 不是有另一个未

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



知量 二 的数值的确定依赖于 哪 的数值的确定
。

相反
,

如果我们有等式

刀乙
,

仍 一

那末 刃 的值势将依赖于我们赋予 “ 的不同数值
。

这样
,

人们看到
,

函数的概念就象它原先在不定分析中所产生的那样
,

还

只有一种非常局限的
、

仅仅适用于某几种等式的意义
。

如果我们现在回到等式 二 一 的解上来
,

那末
, ,

‘

, , , , , , ,

劣 , , , , , , , , 。

的最后四个值
, , ,

为我们给 提供了它的相应的最初四个值
, , , 。

所以便有等式
, , , 。

但是通过
, , ,

和 ‘ 二
, , ,

也可以为我们提供同样这四个等

式
。

因此
,

这个问题事实上只容许五组不同的解

夕 , , , , , 劣 , , , , 。

譬如若我们有 二 一 则其解不外乎就是
刀乙

一 的解 至于
二 必须是

正整数这个条件
,

也许会给问题增加困难
,

但不会改变等式的性质
。

如果我们有 个等式而不是象上面那样只有一个等式
,

那末仅仅在这

个等式中包含多于 个未知量的时候
,

问题才是不确定的
。

这类问题 〔此地

假定等式是一次的 〕① 在普通的初等算术课本中就已出现并且是用所谓虚假

位置规则来解的
。

例如
,

男人
、

女人和小孩共 人
,

在饮食店里一起化了 个先令 男的每

人化 个先令
,

女的每人化 个先令
,

小孩每人化 个先令 问每种各有几人

设男人数 夕
,

女人数
,

小孩数 , 那末我们有
夕 , 夕

从这里要在正整数范围内找 夕
, , , 。

等式 给出 , 一 夕一 所以

夕十 仍

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。
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我们若把 , 的值代入第 个等式
,

则

夕 一 夕 一 ,

从而

夕

因此
一 夕 , 夕 一 夕

。

从等式 二 一 夕 得出
,

当 夕 时
, 一 叭 所以 夕 的值若取

得比 大
,

则 将变为负 例如
,

当 尹 时
, 夕 二 一 夕 就变为

一 ,

或者 一 二 一 。

这是要除外的
。

因此对于 尹 我们可 以取不

的一切数
。

于是
,

考虑到 尹 和 一 夕 〔因而若 夕二 , 则

们 ①
,

我们就得到 个答案

夕 , , , , , , , , , , ,

, , , , , , , , , , ,

俨 , , , , , , , , , ,

如果我们把
夕 , , 犷 ,

和
夕 , , ,

除外
,

亦即把第一组和最后一组解 其中 夕 ,

而 二 除外
,

那末就

剩下 组解
。

因此
,

函数概念原先只限于不定等式中的 即在等式个数少于其中

出现的未知量个数的那种等式中的 未知量
,

其值依赖于并因此随着其他未知

量所取的不同的〔或者是完全任意的
,

或者是由问题本身所规定的界限内任意

的 〕②值而变化
。

例如
劣“ 十 劣 勺

这里 是 劣 的函数 在 二 “ 十 十 群 中
,

是 劣 和 之 的函数
。

在等式

沪 十 犷 二 二
,

护 犷 护 “ 十 “ 二

中
,

就 来说
, 二 , ,

彼此互为函数 就 来说
,

它是 ‘ 的或 ‘ 和 的显

函数
,

因为当 , 和 确定时
,

它的值也就给定
,

但在 中
,

它是 二 和 的隐函

①② 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



数
,

因为即使它们为已知
,

就 来说也还需要解一个代数方程
。

因此
,

从不定等式中得来的函数概念是这样的 如果人们要表示一个量
,

它在没有给其他量以确定的值之前无从确定
,

而这些量可能得到的值在同一

问题中又有不确定的数目
,

那末为了表明这种依赖性 , 人们就使用函数这个

词
。

函数的概念后来一般化了 它扩充到每一个代数未知量
,

它与它所依

赖的未定量之间的关系可用一个代数方程来表示
。

这种代数未知量就叫做代

数函数
。

当代数函数用它们固有的形式表示的时候
,

它们总是只包含一定数

目的项 但是既约分式
,

如我们看到过的那样
,

只能展开成无穷级数 函数概

念也推广到它身上
,

从而开辟了一条通往超越函数的道路
,

如对数
,

就只能通

过无限个平方根来表示 正弦和余弦
,

如用它们的弧来表示
,

也是如此
。

进一步的一般化
,

就是在几个量之间不需要等式而使其中的一 个 成

为其他的隐函数 只要它的值依赖于其他量的值就行
。

例如在圆中
,

正弦是

弧的隐函数
,

尽管没有一个代数等式能把它表示出来
,

因为两者之中一个当着

另一个确定时也就确定
,

反之亦然
。

这里没有计及半径
,

因为它并不涉及某

条确定的弧
。

由于笛卡儿把代数应用到几何上去
,

也就是通过解析几何或高等几

何
,

函数概念获得了新的发展和重要性
。

未知量 ‘
,

等等变成了变量
,

而 已

知量变成了常量
。

一个变量的函数是另一个变量
,

它的值随着第一个的值的变化而变化
,

也

就是说它依赖于第一个变量
。

它和不定等式中的函数具有这样一个共 同点
,

即当给变量一个特定值时
,

它的函数就得到一个确定的相应的值
。



拉格朗日方法分析初稿

拉格朗 日在代数的基础上对泰勒定理

的演化 有某些修正

去曰琳
, 、
冲哲

二、岭 田 、
, ,

。、 。 ’
, 入 、 , , , , 、 。 二 、 ‘

在同微分演算的结果相比较时
,

我们会发现
, ’ ‘ 是嚣的实在等价物

,

’’
二 是令的实在等价物等等

,

或者反过来
,

斋
,

鲁等等是实在微
系数

的微分表示式
,

即拉格朗自那里 二 的导函数的微分表示式
。

拉格朗日自己说
,

以 二 代替
,

护 代替 尔 等等只是为了记号一致而采

取的
。

电二小 去 , 六止 二替价 口
‘ 、

苗 ,斗 、弄认
,二替怂入掀 曰 , , 、 曰双

武月
、工、丽云位达王义刀泛异 ,可万

’

泄双达件泛异机云状付 八‘ 甲
‘ ,

胶开

南 从二咎 , , 十
。。 , 右 。

、

、 , 口怂入从 山 廿 仙 、
、。 、 ,

中 的系数 徽翁
,

浦渝等等表明
,

重复同代过程就会给出 其他幂次的系

、
一

。 。、丫 。 、二 、 ’, 。 、
、

鼠
、

、 , 。。
二。 。 ,

‘ 、二
。 、

匆 , 、汁 曰 二
数
。

因此对于每一个函数
,

人们只要通过代数规则
,

就能知道嚣等等该是什
, 扬伟。 科二

, 曰 , 。口 。 协 ’
。,

据枷 、、 抽一濡小己 。韦
。 卜

么
。

例如
,

对于 ”
,

器 是什么呢 我们必须把
劣 ”“ 按二项式定理加以

鼠 。
、

弄 , 从
, , , ‘

山 丫 十二
、

斗 。二由
、
‘ 。品 , 咎

展开
,

这就给出 ” ”
万 ’ 十 由于嚣表示这展开中 一次幂的系数

,

二
、 , ,

、
所以嚣 饥 ”

一 ’

等等
。

因此
,

整个问题就归结为通过分析的过程来展开代数所能提供的各种不
同函数

。

所以这方法以所有这些函数的代数展开为前提
,

并
’

且这时就会自行

得出相应于它们的微分表示式
。

微分演算中的微分形式 —即它们所指明的
运算—则反过来用于按自己的捷径去找这些函数

。

二 本、、 。。 。 山 。 二
,

解 , 。。 、心 幸草 曰二豁
二个

啦格朗 日也用 犷
,

犷
‘

等等代替嚣
,

惬赫 等等来表示导函数
。

〕①

〔虽然在拉格朗日的方法中微分演算的原理是在与对极限
、

无限小和消失

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



量的一切考虑无关的情况下证明的
,

但是一旦他转到应用上来
,

例如确定体

积
、

表面积
、

曲线的长度
,

求次切线的表示式等等
,

他自己却不得不老是逃到这

些概念那里去
。

他的方法要求熟悉他所提出的
、

把 二 十 的各种函数展开为

的正整数升幂的那个解析方法
,

然而这种展开往往非常困难
。

况且
,

泰勒定理

和麦克劳林定理一旦确立以后
,

它们就为展开许多函数提供了十分容易的方

法
,

而用普通代数去展开则要特别费力周旋
。

〕①

〔我们刚才已经看到
,

当例如要对 沪 展开 ‘ 十 时
,

只要按二项式定

理展开 二 十的
“ 就已足够

“

刀王劣 一 上 。 夕玲 竹乙一 劣邢 一 二 一二犷 ⋯
艺

的系数 二鲁等等
。

竺业解于是我们知道
,

的系数

’

与此相反
,

一旦泰勒定理确立以后
,

二项式定理就可以反过来从它演化出

来
,

而且更加简单地可以从初等微分运算演化出来
。

在例如先证明了
‘ , 二 十 二

之后
,

一般就有
二 二 二 “ 、 ‘ , 二 “ ’刃 , 二 , 二梦 二 ￡。

如果我现在用 二 甜 , 去除两边
,

那末
二夕 、

劣军姗拐

劣 “ 肠

劣 甜祝

专名 祝 劣

十

—
名‘’劣

名 肠劣 专

十

一
十

名不助劣梦

祝劣 之

乙劣 之

劣即名肠

十

一
。

劣 名’‘

因此
二 ‘ ,

刃 时祝

祝
,

—
气

—
门

—乙 劣

之

十

—
十

—之 右 “

如果现在令 ‘
, ,‘ , , 、 彼此相等

,

也就是使它们例如都 二 ,

且若它们的

数目 。
,

那末

于是

沙
劣沉 劣

二“ 哪劣“ 劣

劣

劣‘ 一 公

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。
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田 劣“ 、 梦 。 , 、 , 。、、、 曰
, , 、

一
,

, ,
、

、、
幽纯一哀牙一从窟万一 ,’‘山 ,

井汉 曰仟刀我 寸哀花了 一 仍甲“ 一 户沁 一 守守
,

达仟

就演化出了 护 的全部导函数
。

〕①

拉格朗 日 用代数方法证明了泰勒假定的那个东西 只要 二 保持 不 确

定
, 二 十 总可以表示成无穷级数 二 劝 夕 砂 十 他为微分演算奠

定了代数基础
,

但就这点而论只能作为出发点来使用
,

因为微分演算通过它自

己的方法可以简单得多地提供的东西
,

如用代数方法来烦琐地加以演化
,

那是

完全多余的
。

他一开始就证明了
,

当 二 为不确定时
, 二 十 的一般展开级数把所有

那些作为泰勒定理的失误而出现的特殊情况都排除了出去
。

他通过变量的导函数这个概念
,

给微分演算一个完全新的支持
,

它消

除了许多无所裨益的困难
。

如果把泰勒定理写成

丫 二
劣 ,

,

二一一二厂一丁犷 ⋯
乙 沙

十
无一二 劝 劣

那末在这公式中还并没有包含导函数 ’二
, ‘ 二 等等概念

,

而只是说对同

一个原先的 二 已经实行过逐次的微分运算 在这公式中逐阶微系数不是作

为 二 的逐阶导函数来表述的
。

另一方面
,

凡是在拉格朗 日写成

二 十 司 户
·

的地方
,

这里就假定了

一
护 ·

一

‘ 劝 十砂 动
“ 二

中的系数 夕
,

等等已经化为它们的值 二 ,

’
‘ 二 等等

。

泰勒定理的基础
,

从二项式定理的代数语言

翻译成微分表示方式

布夏拉在其《微积分学 》的第二个注记 附录 中指出
“

除了从三角公

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



式容易导出的圆函数的微分外
,

所有其他单项式如 ‘
“ ,

扩
, ‘ 等等的微分

,

都是单从二项式定理演化出来的 在确定指数公式中的常量 时则应用到了

麦克劳林定理
,

但也可以不必用到它等等〔以后将回到这后一点上来 〕①
。

由

此可见
,

微分的全部原理是单以二项式定理为基础的
。 ”

另一方面
,

泰勒是在这样的一个时期建立他的定理的 它连同麦克劳林定

理 —后者本身又可表示为泰勒定理的特殊情况 —是微分学运算的最重要
的定理

,

那时一方面不仅二项式定理已经知道
,

而且也已知道通过微分演算

本身的途径所提供的 二 的函数的演化
,

以及一般而论微分演算的所谓要素的

演化
。

二 相应于二项式定理总是处于右边
,

即展开级数的一 边
,

并 附有

因子
,

, 云丁厂 龙万等等 附有 的正整数升幕
,

而不去管负数

幂
,

分数幂和对数幂
,

根据按拉格朗日方法所展开的
,

这种幂在这里我们可以

暂时不予考虑 相继幂次的未定系数
,

即不同的 二 的逐阶导函数或微系数

自然依据所要展开的原先的 二 ,

例如 二 是否 二‘ 或 矿 或 劣 或 二

或其他函数等等而具有不同的形式
。

但在泰勒定理那里显然是以二项式定理

即了二 二“ 最简单的应用为基础的
。

因此
,

如果我们根据二项式定理展开 二 的 二 十 气

那末
,

例如

二 “ 二“ 饥二“ 一 ’
饥 一

一

刃 ,一“ ” ⋯

‘ 、 “‘ , 一 ”十

合
饥 饥 一 ‘ 二饥一 ⋯

一 一
, ‘ 、 , 。 , 、 二 ‘ 一

, ‘ , , ,

一
, , 、 ,

在弟二狈万 哪气饥 一 拌
’’一‘个 沙 拉裕朋 目 狂他上 四 的 展 井 式 甲 与 成

乙

打
产 二 的那一项 中

,

是直接按 二 从 哪二。
一 ,

导来的函数 饥 饥 一 , 阴 一 因
“ “ 产 , ‘ 一 ’一 ‘ ’ ‘ ’ ‘ ’

一一 一 “ ’
一

“
’一 ”‘ 、 一 ’

此
,

为了不是得到半个函数
,

而是得到整个函数
,

这里和以后都必须 写做

饥 一 沪
一 ,

于是我们

, 、 ‘ ‘ ’ , ‘ , , 、

二
, ,

⋯不厄
,

也就是把数子陈数放在 护
,川 等等的 卜血

。

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。
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根据二项式定理得到 把 ‘ 看作为变量时得到

二 劣

饥劣脚
一 之 饥劣饥

一 主

’ 二

’‘“ 一 ”俨一等
, , 一 ‘ 饥 一 俨一丢
”‘, 一 ‘,‘饥 一 饥 一 俨一

忐

饥 饥 一 劣价 一 ,

矿 了“ 劣
一石 一

乙

一

器
“

容
· ,

饥 饥 一 饥 一
。 ‘

劣仍 ,
,, 二

兴 豁
饥 仇 一 饥 一 饥 一

。 。

俨
一

份 ‘
· ,

态
二

豁态
等等 等等 等等 等等

此外泰勒已经知道如何用微分演算的方法来求 二 二“ 一 二 ,

也就

是

架区
或鲁

饥 。一‘ ,

以及同样来求

鲁
, 一 ‘’‘ ’

一 ’

等等 换句话说
,

由二项式定理所提供的 ‘ 的导函数和作为逐阶微系数而出

现的那些导函数是等同的 他也同样知道
,

在用微分演算方法求这些函数时
,

无论是 , 或者是它的数字系数兴
,

乙
等 等都会 消失

。

我们得 到 函

翻 。一 , 、 。一 ,

脸 脸 扮 东 用
,
脸旅幸二胡瞥

, 、
二替‘ ,

狱
‘仲山 ’了肋 、‘肠 一 工 山 守 奇 「刀 川 丽万

,

哀王了 守守祝
“刚皿万思异网须

果
。

另一方面
,

二项式定理指出
,

, 、 ‘ 、 , , 、 , 、 。 , , 、 , , , 、

, , , , , 、

劣 这里是气 仍 八劣 气劣少
‘

又叼不二于
’

戈劣 万丁万万万 ⋯
‘ 自

二
‘ 、 ,

二
, , 、 二

、 、 ‘ 、 ‘

,
,

因此
,

为了得到 劣 十的 的实际展开式
,

就必须用于乘第二项
,

用干盆乘第三’ 尸 子 ” 少 切 碑 、一
’

一 曰 砂 ’一 ”八
’ 产、 ’ 谬“ 夕

”产 ’硕 、 ,‘

一
’ 产 ’毋 卜刁 ‘一

项等等 也就是说必须把微分过程中已消失的
, 护 等等和它们的数字因子

恢复过来
。

例如
,

当 二“ 沪 时
,

就有

二 二 ’ 二 二 , 二 , 争
。

因此通过二项式定理人们就得到 二 的导函数
,

以及借助于微分而得到同



样的这些函数
劣 , 劣

。 劣 劣 劣

如果把那些在微分中已消失的
,

,

一 ’ 一 。 等等恢复过来
,

那末

饥俨
一 ⋯代替 沪 得到

· · ·

⋯⋯ 护

一
‘ 一

个

叫
’ 一 沙

一 ’“
’

代替 ‘ 得到 ” ” ” ”
’

念丁 刃 ,

代替 砂 〔即 仍 一 一 二 , 一 , 二 “

的三阶导函数 二
、 、 , , , 。

戈 一 又 一 劣 一 ’
艺
’ 劣 ” 得金

’ ‘ ’ ‘

”丁屯飞
。
」因

。

因此
二 或 二 “ 二 二 ‘ ,

这就是从二项式定理 已经知道的结果
。

再者
,

如上所述
,

泰勒已经知道
,

在微分演算中由二项式定理所表明的那

个级数
,

从原函数到它的导函数是这样表示的
‘
作为原函数 出 或 二

一 二 ‘二 , 人 , ‘
, ,。、 , ‘ , ‘ 晶 、法 妙一 入二熟

项式定理中的第二个函数 哪‘
’一 ’

作为一阶微系数嚣的实在值
,

第三个函数作

一 队 、 , 咎 品命、活脸脸 击。 田 郑抓去丫 用
为二阶微系数益翁的实在值等等

。

如果我现在不用

, 、 , , 、

钾 十
’

黔 俨
一 ‘ 十 又 一 黔

一 ‘

下丁

十 一 一 沪
一“

而把这些函数的微分表示式放在它们的位置上
,

替 。 十 气那末我就得到

二一一又一又一 ⋯
艺

并用不确定的 二 十的来代

二 二 或 ,

这就是泰勒定理
。

勿 砂
一 芍一邢 布 一二户 一二 一下厂 寸

‘

一于一二了

刃 劣‘ 艺 劣 。
二二 又 ⋯

。

艺

〔还必须指出
,

如果作为 二 无
“

的四阶导函数我们得到

哪 饥 一 拼 一 。 一 二 , 一 盛

,

它的微分表示式 二 劣盛 那末对于 二 十
“

来说它将

一 一 一 二 一 · · · ·二 一‘ ,

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。

,



。 ‘ 、 二
、

, 曰 。 献 卜 ,

、
、

、拙
、。 , 山 。 二 。 一摺 。二 山

乘上下若牛不丁之后还是
,

所以在这情况下
一

弓二丢也
。

因此
,

二项式定理也
小一

尹曰一
“ ” 协

’门 ’

沙
“ “

目
’

一
一

” 一
在这里再一次指出

,

微分演算中的变数 二 一旦从导函数中被消去
,

也就是后者
淑 、 二 卜

, 。 二。、 , 如 胡 山 。 、
。 、

今‘ 。 ‘ 价 。 胡捉品二
变为常量以后

,

那末和它相应的嚣也就变为 这就是说
,

推导 ‘ 的新的函

数因而亦即新的微分就到此为止
。

〕①

虽然在这里 二 的泰勒公式现在只是从二项式定理的最初等应 用
,

即在 二“ 中用 二 十 来代替 二
,

从而展开 二 “ 才得到的
。

但是这对于结果的

普遍性绝对没有什么改变
,

因为 无论什么样的 二 ,

具有正整数升幂的

因子〔如果人们乐意的话
,

可以从 作为 二 的展开级数第一项的因子开
仙
二
品 ‘ 拉们 、 、

。 、二‘ , 故
、

、 卜 。 。去 七‘妈
始 〕②总管保持一样 “ 系数嚣

,

益六等等
,

这些事实上只是有待实行的微

分造算的符号
,
。

自然将随原函数 劝 的特殊性质而提供不同的结果
。

例如当
二 二 ,

时
,

就和当它是 二 ” 等等时所提供的结果不同
。

在所有情况下
,

它

们只提供 厂 幻
,

’
, 二 等等 二 的导函数

,

况且象拉格朗 日曾经用事实证

明过的那样
,

这些导函数也都可用代数方法
、

而且主要还是在二项式定理的基

础上演化出来的
。

二 十 虽然是不确定的
,

不具有确定的幂次
,

因而当它展开时也就展开

成一个无穷级数
。

但是只要 , 还没有取得一个确定值
, 二 〔 二 哟叼

同样也是完全不确定的并且也只能展开成无穷级数 因此在翻译到微分语言

时
,

正象这种情况所要求的那样
,

它也提供一个无穷级数
。

首先把证明真正加以推广的是拉格朗 日
,

但在泰勒那里则相反
,

如我们即

将看到的那样
,

这个推广只是一种推测性的假定
,

况且从一开始起他就一次也

没有对这假设所包含的那些条件作过探讨
。

〔从外表上可以看出
,

如果

‘ 无 ‘ , 亏
十 犷 二丁一二一 ⋯
艺 污

, 。 , , , 、

又劣少
’

又劣少
‘

又劣少万丁不
’‘ 『

劣少万万万丁石 ⋯ 二
白 白 口

尔

一互翻
一 ‘八八

· , 护
一 , 吸 , ,

,

一万 一 ,‘ , 一一万一一花丁 一二一一下二一 气
、 产

劣 汤 万 ⋯
谷

那末差值 , 十 一 二 或
, 一 就等于 二 的导函数或微系数的无 穷累 加

。

右边 —即左边的一般表示式
二 展开成无穷级数的那一边 —用 号

与 连起来的所有各项
,

共同构成了 二 和 二 十 之间的差值
。

就导

①② 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。



函数或微系数的无穷级数而言
,

绝大多数的函数事实上只能表示成这样的级

数
。

指数函数
、

对数函数和三角函数按其本性不可能表示成具有有限项的代

数表示式
。

在本来意义下的代数函数中也有大量的只能表示成无穷级数
,

如

一 劣
等等

。

只是在某些代数函数如 二
怪

那里
,

才有确定数目的导函数 这

种函数最后变为常量 二 已消去
,

因此其导函数
,

正象在恒等式中那样这

也是不言而喻的
。

此外
,

’二 这里 ’代表所有以后的了
’‘ ,

’, 等等 并

不意味着 二 已变为
,

即已被消去
,

而意味着 二 是一个具有确定次数

的等式 因为每一个等式如把它的两边都写到一边去时就
,

而这时恰恰通

过把微分表示式归到一边而它的实在值归到另一边
,

从 二 ,

就把 ‘ 演化

了出来
。

由于这个缘故
, 劣 在极大极小理论中起着如此重要的作用

。

〕①

代替

二 劣 或 夕

这定理也可写成

, , “

一万 一 ,‘ 万尸 石 甲丁一一只户 , 一于一下厂 一丁一 二一下一
, 】

⋯劣 ‘ 乙 劣 。 艺 ·石

二 二 劝
叮 劝
劣
立 、些竺业立

’

男 ,
二 二 ,

乙
只下于 十
乙

完全按照拉格朗 日

, 一 、 一 , 一 、 , , , “

火山 工 “ 夕一 气为 工尹“ 个 代矿丁了工
一了丁蔽

自 白

, , , 、

又劣士 夕 劣少士
’

又劣少 十
‘

又劣少二厂二了士
‘ ’ ‘

又劣少二二币刃丁 ⋯
上 自 ‘

泰勒不是把他的定理表示为译成微分语言的二项式定理
,

而是 通 过

一个假设使它看来好象一般的证明
。

假定函数 被展开成 的正整数升幂
,

那末
,

或 ‘ 或 二 十 护 十 ⋯
,

其中
, ,

等等未定系数是 ‘ 的未知函数
。

事实上
,

通过二项式定理并结合微分演算的已知结果人们已经找到了等

式 页 ②最后一行

① 这对括号是在马克思的手稿里原来就有的
。

② 见本文第 页
。



寥

, , 、 , , 、 ,
、沁 宁 ,‘ 一 、沁 一 万甲户 ,‘

⋯劣

所以就不难想到
,

再用未定的系数 —而这种未定系数法在代数中
,

例如在对
、品 。 , 二 。 , 、。 。 二 韦 , 石 、、 。 , 、、 山 , 。 。拙
数的展开中

,

是经常用到的一如 , 等等来代替嚣等等
,

也就是来代替

微系数或导函数
,

以便现在反过来从这些系数借助于微分演算本身演化出微
系数并从而给它们一个一般的推导

。

泰勒不依赖于微分演算所做到的恰恰是
劣 可以展开成级数 幻 但在他那里这只是一个假设 证

明是由拉格朗 日首先提供的
。

如果人们可以这样假定 他私下曾以我们在 中所表述的那种方式

发现了他的定理
,

那末
,

以后用 , ,

等等来代替 的导函数或其微分表

示式一一作为将来有待实行的微分运算本身的出发点 —肯定不是什么不可
思议的事

。

要从等式

, , ⋯

中确定系数
, ,

等等
,

显然只有一个方法 把这一个等式作成二个
,

它们

的左边
,

即函数的未展开的表示式大家相同 , 而它们的右边
,

即展开成一系列

项的函数
,

则具有不同的形式
。

由于这两个等式左边恒等
,

所以右边也必须恒

等
,

因此那些附有 相同幂次的项 附有因子 可以相等起来
。

如果我们在 是常量
、

是变量的民定下进行微分
,

那末 就此消失
,

因

为它是 二 的函数
,

不含
。

同时我们得到没有 附有 的
,

但其他的

项则给出数字系数
,

因为
,

护 等等都带有数字指数
。

如果我们在 是常量
、

是变量的假定下进行微分
,

那末我们得到向上升的

这方法的关键在于对第一项的微分

豁如会 豁
” ·‘。一

, ,

一一一万 石一 一

所以如果一旦找到了

, ,

, 一 一万尸一 , 尸

⋯劣 劣

, 。、、
、

入 、 。二 。
。。 、。 山 脸脸廿 仙‘ 咎

川 不机云 曰羚 淞地 资山石丽 守守升
’

巴尔狱
。



麦克劳林定理也纯粹是从二项式定理的

代数语言翻译成微分语言

通过泰勒定理给出了一个公式
,

它把每一个用 二 表达的函数 在前已

阐明的条件下 当 ‘ 增长一个正的或负的增量
,

从而变为 二士 时
,

表

示成一个级数
,

其中 二 是第一项
,

而随后的
、

附有升幂的 作为因子的各

谓 , 。 , 。 十立 , 二
。 、‘ 。 卜 。口 二。 。二‘

, 、

、、 。
, 、

。
、、‘、 。

项嚣等等是微系数
,

或者不如说是一些表明如何用微分方法来导出逐次的 ‘

的函数的符号
,

而这些函数连同各自的因子
,

砂等等的总和就等于六二 十 与
二 的差值

。

麦克劳林定理则相反
,

它用于把用 二 表达的函数本身
,

例如

十 劣 ,
二 “ , , 夕 二 “ ,

⋯

展开成级数 而且确是按 ‘ 的升幂展开
。 二 的函数 二 一‘或 妒 二岁

艺 ,

或 二 , 等等
。

由于 二 应按 二 的升幂加以展开
,

所以 二 在这里起着和

泰勒定理中增量 一样的作用
。

它是二项式的第二项
,

因此只显现为升幂的

因子
,

正象在那里是 护
, ,

砂 ,

在这里则是 砂
,

护
,

护 等等
。

例如在泰勒定理

中真正被展开的是第一项 变量 ‘ 的导函数
,

而增量 这个第二项
,

只表现为

从 二 开始的升幂的因子
。

在麦克劳林定理中变量 ‘ 则正好反了过来 因

而通过这定理所要做到的是展开第一项
,

此项在这里是一个常量
,

而巧妙之处

正在于通过微分演算把包含在 二 中的常系数的代数推导 ⋯⋯

关于泰勒定理的其他事项

这种代数的演化是我自己从麦克劳林定理的发明者 —即从柯林
·

麦克

劳林本人
,

第六版 《代数论著三编等等 》
,

伦敦
,

年 那里得来的
。

出版者

安妮
·

麦克劳林是麦克劳林的寡妇
。

这是一部遗著
。

在序言中说到
“

由于伊

萨克
·

牛顿爵士的一些关于高次方程求解及其根的性质的规则
,

在他的《算术

大全 》中大都是不加任何证明而给出的
,

所以麦克劳林先生曾经打算把这本论

著充当牛顿那部著作的注释
。

因为我们看到
,

伊萨克爵士书中的所有那些长

期以来使学代数的人感到困惑的难懂段落
,

都已清楚地加以解释和证明
。 ”

至于如何从高次方程导出低次方程的方法
,

人们不晓得究竟牛顿是通过

微分演算发现了它呢
,

还是反过来 —作为二项式定理的发明者—是通过



二项式定理发现了他的全部微分理论
。

麦克劳林 柯林 年生于苏格兰
,

死于 年
。

年 即 岁 他

发表了甚至使牛顿感到惊奇的关于曲线的论著
。

泰勒 布鲁克 年生于埃特蒙顿 米德尔塞克斯
,

死于 年

岁
。

他发表了《正反增量方法 》
,

伦敦
,

一 年
,

他的定理可以说是

该书的概述
。

此外
,

还发表了各种数学的以及一些形而上学的著作
。

本来意义下的代数学最伟大的发现是二项式定理 同时也可以把多项

式包括在内
。

只有通过这个定理才不但有可能象前面那样求解一定幂 次 的

方程
,

而且还有可能建立方程的一般理论
。

但二项式定理不是单单用于发展方程 也包括含有几 个 未知 量 的方

程 的一般理论
,

诸如发展三角函数
、

指数函数等等的组合理论 它是微分演算
的一般基础

,

因此有理由提出这样一个问题 是年顿这个既是二项式定理又是

微分演算的发现者
,

或者至少是他的学生泰勒和麦克劳林 前者在年代上比后

者早 这两个以他们的普遍化公式而使微分演算在技术上的应用大为简化的

人
,

纵然在暗中直接从二项式定理的应用取得了他们的结果
。

如果泰勒级数不能给出 二 十的的函数的展开
,

那末就发生它的 所谓 失

误 当函数的特殊值不能用 的正整数幂与有限系数的相结合来表示时
,

就

是这种情况
。



泰勒定理
,

麦克劳林定理和

拉格朗日的导函数理论

牛顿发现二项式定理 在它的应用中也包括多项式
,

使整个代数学来了

个革命
,

因为这个发现第一次使得有可能建立方程的一般理论
。

但是二项式定理 —这是数学家们
,

尤其从拉格朗日以来所 绝对 公认

的 —也是微分演算的主要基础
。

从外表上已经可以看出
,

除那些发源于三

角学的圆函数以外
,

所有如 ‘ 价
,

扩
, ‘ 等等单项式的微分

,

光是从二项式定

理就能演化出来
。

现在甚至在教科书中也已成为一种时尚
,

总要象二项式定理可以从泰勒

定理和麦克劳林定理中推导出来那样去证明反过来也行
。

然而无论何处
,

都没

有把二项式定理和这些定理之间的联系以其完全原始的简单性解释清楚
,

即

使是拉格朗日也没有做到
,

虽然他的导函数理论给了微分演算一个新的基础
。

因而在这里象在其他各处一样
,

重要的是应该给科学撕掉这块神秘的面纱
。

泰勒定理历史上在麦克劳林定理之前
,

它 —在一些确定的假定下 —
对每个增长一个正的或负的增量 的 的函数

,

因而一般地对 二士 给出

了一系列符号表示式
,

这些表示式表明
,

用哪样的一系列微分运 算可 以把
。士 展开

。

所以这里所涉及的是 二 的任意函数当它变化时的展开
。

麦克劳林则与此相反
,

他 —也是在一些确定的假定下 —同样用一系
列符号表示式给出了每个 二 的函数本身的一般展开

,

这些表示式表明
,

对于

用代数方法求解往往非常烦琐而复杂的那种函数
,

如何能用微分演算很容易

找到其解
。

但是 ‘ 的任意函数的展开
,

无非就是指那些和自变量 ‘ 相结合的

常函数的展开
,

因为变量本身的展开等同于它的变化
,

因而和泰勒定理的目标

是相一致的
。

这两个定理都是了不起的推广
,

在这些推广中微分符号本身变成了等式

的内容
。

这里所得到表示的
,

不是那些实际上逐次导出的 二 的函数
,

而只是以

它们的符号等价物形式出现的导函数
,

这些符号等价物表明有这么多有待实

行的运算手续
,

而与函数 二 或函数 二 的形状无关
。

这样
,

就得到两

个公式
,

它们在一定的限制下可以应用于 二 或 二 的所有特殊函数
。
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泰勒公式

刀 、决
, , ‘

劣 十 少或 万介九 十。 。 劣

麦克劳林公式

, ‘

劣 。

吕

一万一 二一一二一一二 ,

劣 。 艺 吞

无‘

劣连
,

。一 、
‘

一 ‘二 、 了 , ‘
, , , 二 ,

了
“ , 二

, 、‘ , 二 , 一 、,广而厅 丽 不丁
’ 硕歹 不丁派 甲

’妇 沙
‘

呀
‘

、 芍 戈厂 甲丁一二哥 , 二一 丁一 , ‘ 口

、 劣
, 乙 吞

单是从外表上就可以看出
,

那个人们可以称之为微分演算的算术的东西
,

也就是它的基本运算的演化
,

在这里历史上和理论上早被假定为已有的和已

知的
。

这一点在我假定它为已知的下文中
,

请不要忘记
。

让我们拿最简单的二项式表示式
,

例如 二 “
来看

。

由于 二 十 。

。十 二 ,

所以无论我们写成 二 十
“
或者写成 十 二 “ ,

二项式的量值决不会改

变
。

尽管如此
,

用以表示这两个恒等表示式的展开级数
,

却有着不同的形式
。

在前一种情况下
,

展开出来的是 ‘ 的导函数
,

而第二项 。则犹如泰勒级数中的

那样只表现为升幂因子
。

在 。 二 “ 的情况下则相反
,

这里 是第一项
, 二

是第二项
,

展开出来的是 。的导函数
,

而 二 这个第二项则犹如麦克劳林定理中

的变量 二 那样只表现为升幂因子
。

我在这里指出 在表述二项式展开的时候 补充第 页 我们把 二 、

尹 二 等等称为 二“ 的导来形式
,

而这样做是许可的
,

因为函数概念最初来源于

不定方程
,

其中出现的未知量个数多于方程
,

因而例如当 梦的值改变时
, ‘ 的

值也要改变
。

后来函数概念被移用于方程的未知量而不再计及已知量
,

只要

它们独立地出现
。

最后在用变量的计算中
,

譬如当 ‘ 取特殊值 时
,

就会讲到
。

所以
,

我们可以毫不介意地对于二项式 ‘ 十 ‘ 讲 ‘ 的函数
,

对于二项

式 二 “ 我们讲 和导函数
、 , ,

等等
。

再者
,

如果方程是一般的
,

那末我们必须用 ‘ 来代替 了‘ ‘ ’ ,

其中变量 二 没有确定的幂次
,

但可以取任何一个幂次
,

因而 二 十
。 也就得到

一般形式 ‘ 。



但凡是在方程左边发生的
,

也必须在右边重演
,

这就是说
,

我们必须划掉

由二项式 二 , 的幂次 所给出的后面一些项并用 来代替
,

用

以表明一般的 二 十 其新的导函数将无穷无尽地排列下去
。

于是我们得到

从 或 ‘ 十 ‘
感夕

十 十 护 十 护 十 尔 十 一
,

而这就是泰勒在表述他的定理时所由出发的基本方程
。

因此
,

或 无 卜鲁
, 十

鲁
·

一一下了

乙

所以
,

为了得到 二 的的展开
,

我们只要对每一个给定的 二 的函数
,

当 二

小 斗六 , 山协 曰 止 六本 时 枪
, ,,

枷 , 豁
,

, 、
、

、
, ‘ 、 、。 ,

发生变化也就是当它变为 ‘ 无时
,

演化出微系数器
、

益参等等这些
‘ 的逐阶

一
‘。 , ‘ 、 二 “

, , 、
, 、 ,

⋯
, ,

, , , 、 , ‘

二
导幽数

,

然石稍那些狂诚分过程甲 已们天的囚士 八二万等等重新恢复过采
。

上 自

泰勒定理就这样显现为二项式定理从代数语言到微分语言的简单翻译
。

现在就产生了一个问题 牛顿这个二项式定理的发现者
,

是否通过对这一

定理的暗中应用已经找到了使微分演算的应用得到如此不寻常简化的泰勒定

理以供他个人使用呢 这是应当无条件地予以否定的
。

如果是这样
,

那他一

定会以这一收获而夸耀自己
。

如果他看到了这个简单的联系
,

那末他就不会

留下任何东西让泰勒
、

麦克劳林甚至拉格朗 日去发现
,

并且事实上他自己就会

把微分演算弄到底
。

因为虽然泰勒的 相应地麦克劳林的 定理最初只处理那

些具有单独一个自变量的函数
,

但它依然也是多变量函数展开的基础
,

不管这

些函数是以隐的或显的形式给出的
。

这同一问题在泰勒那里显得较为可疑
,

他一方面看到了早已提供的牛顿

的代数学 《算术大全 》
,

另一方面也看到了早已提供的牛顿和莱布尼茨的微

分演算
。

诚然
,

人们也许可以说
,

在代数中总是只涉及一定幂次的二项式
,

如在
二 十 “ 中只涉及 次幂的那样

,

而 二 则把每一个确定的幂次只作为

一个要素包括在内
,

但绝对不把它作为界限
。

可是这个异议也许反过来可用

于反对泰勒
,

因为二项式定理比他的定理范围要广泛得多
。

前者可以让
一 王、

形 ,
、

肥
”

等等
,

简言之即带有一切可能指数的 作为 的函数的因子
,

而泰勒

定理只有在这种情况下才可应用 也就是不失误 如果 ‘ 的函数虽然不确定

而可以任意改变
,

但每一个 劣 的函数如 劣 ,

’ 二 等等都是有限表示式 这



决不损害它的可变性
,

另一方面 可以展开成正整数升幂而作为它们的逐次

因子的话
。

但是泰勒没有试图去证胡这个不定的
、

能任意加以展开的 二 的

可按二项式展开的规则来予以表示
。

他恰恰由于这一点而引起 了人 们 的怀

疑
,

象例如在 二 十的
“ 的情况下

,

由于 。 的不确定性可以使级数变为无穷那

样
,

他满足于把 二 十
“ 写成 约 了

尸

幻 二 而这时却忘记了
,

虽然

只要我们保持 哪 为不确定
, 二 十 ‘ 就具有无限性

,

但我们总是知道它的终

结的
,

因为最后第二项只能含有 二
,

而最后一项只能是 二
。

加 “ 。

但在我看来这一点绝对可靠
,

泰勒对于他的定理和二项式定理之间的简

单联系丝毫也没有想象到
。

他完全活动在微分演算本身的地盘上
,

而没有追

溯到它的根源
。

在由二项式理论所提供的那个出发等式上
,

泰勒没有什么改变
,

只是使 二

变为无幂次的
,

因而使之适用于任何展开
,

因而也使右边用 十 成为没

有终结
。

因此他应用二项式定理 或者同样可以说
,

由这定理所提供的一个未

知量的一般等式的形式 只限于为他提供
,

自己的出发等式
,

没有证明它在这里

是可以应用的
。

而对于多项式本身
,

他就立刻从微分演算的观点来加以处理
。

麦克劳林定理

象在前面演化泰勒的出发等式时一样
,

我们可以把这等式 ①加 以推广
,

使之变为

劝 价 护 二 十 没有终结
,

这就是麦克劳林的出发等式
。

⋯⋯人们将会摆脱这个仅适用于一定幂次的等式 ‘
” ,

它在级数倒过来之

前曾构成其第一项
,

而现在则必须构成其最后一项
。

它将被 所 代

替
。

这样一来
,

多项式就得到了一般形式
,

这是当我们用一般表示式 二 代替
。 二 ”

或 , 的任何别的确定函数时所必需的形式
,

其中 二 没有什么幂次
,

但在它的展开中包含了所有的幂次
。

于是我们一般地得到
二 或 劣 沙 护 刀沙 ⋯

这是麦克劳林在演化他的定理时所由出发的基本等式
。

① 指等式

劝 幻
”

砂 凡 山
“

历 肠
‘ 十 ⋯ 嘟

”一生
护
。
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因此
,

麦克劳林表述的出发点

或 二 二 护 十 妒 刃砂 ⋯

已经是二项式 劝
“

的一个 带有未定系数的 代数表示式 此地已知量 “

是第一项而 。是第二项
。

所以为了能够展开 二 的每一任意函数
,

也就是熊够
表示它的附有 二 的正整数升幂作为因子的常函数

,

问题只在于把这代数耘
式翻译成微分语言

,

也就是为系数
、 、 、

等等去找微分符号
。

但是在这里一开始就出现了泰勒定理中所没有遇到的困难
。

通过微分演

算所能直接得到的只是变量的函数
,

而这里则反过来
,

所涉及的是与变量结合

在一起的常函数的演化
。

另一方面
,

只有象在泰勒定理中那样
,

当 二 变为 众

或 劣 时
,

微分才有可能
,

但在这里涉及的并不是那些由于 改变一个负的

或正的增量而获得的函数
,

却是要把 二 的一般表示式表示成以 二 的升幂为

因子的展开形式
,

犹如普通代数通过不断进行下去的除法把 幻

成级数

一 劣
表示

一
二

一 劣

十生 二 奥护 十奥
二。

刁 。

如果我们现在把 。 二
”

中的 ‘ 作为变量
,

并用微分演算的方法 即通过

让 二 变为 二 或 二 十的等等 来演化这个 。 ,

那末我们就得倒
二 ”

” 。 二 ”一

劣

,

劣 ,

劣

二 ,

‘ 二 ,

·

打
, 。 ,

粤了
, , 二

一一
雌

一一
一

粤汤旦
。 二

丛兴劣兰
。 ,

等等

这样
,

我们总是得到新的二项式
,

而不是得到 的常函数的独立演化
。

但

是我们可以通过在所有的二项式中令 二
,

也就是在我们利用这个变量得到

演化之后又重新把它去掉来达到这一 目的
。

麦克劳林定理可以看作泰勒定理的特殊情况
。

在泰勒的情况下我们有
二 ,



,卜 域 ,

会
”十

,

一
二

万飞而犷“
一 十 。比 ,

「 刁少
。 ‘

气 万一下蔺一下哥一一一一一
、

不厂一 石户 , 已 七七
乙 ⋯铃 」 劣

”

女。果在 大二 中
,

并同样在处于右边的 , 或 了 劣 及其在鲁
,

念等等
形式下的符号导函数中

,

我们令 二
,

以致这些函数除了 二 的常元素的展开

外不再包含更多的东西
,

那末
· , ·

会卜
·

鲁贵
·

令
一

寿万
·‘。

·

于是
, ‘ 十 就变为 乃的

、

与 ‘ 的函数 二 劝同样的一个函

、 国 、
、 , , 、二二 ,

、

二 、 , , 、、
, 、 , 二 , ‘ 八

、

。 、 , , 二 毕

数
,

因为 ”进入 ”中正象 ‘ 进入 ‘ 中
,

以及 “ 进入 箭 等等中一样
,

二 的任何痕迹都已消失
。

因此
,

我们可以在两边用 二 代替
,

于是得

、一 、 一 八八 , 。
八 、

了匆 、 砂妇 护
‘

、山 , 一 、脚 从 八
。 , 又衰瑟 ‘ 甲 丫窟无丁 不丁 宁 二 甲

阿勺 砂
了 屯一下 一 二一 气丁一 共一万 一一

, 七
劣 ” , 乙 ⋯九

或者象其他人所曾把它写成的那样

六二 八。 、了 。 二 、了
产

共
、 ,川

白

“ 丁龙万
·

例如在 ‘ 或 。 二 “ 的展开中
“ “ ,

饥 “ 一 二 “ 一 二 ‘ 二

下面在我们转到拉格朗 日的时候
,

我将不再考虑仅仅作为泰勒定理的特

殊情况的麦克劳林定理
。

这里只是还要指出
,

它象泰勒定理一样也有其所谓
“

失误
”

的地方
。

这些失误
,

在前者都来源于常函数的无理性质
,

而在后者则来

源于变函数的无理性质
。

现在人们可以问

牛顿是否只是把这些结果公之于世
,

象他在《算术大全 》中对那些最困难

的情况所做的那样
,

而不是为他自己个人的应用私下 已经从他发现的二项式

定理中导出了泰勒和麦克劳林定理呢 这是绝对确定地应予否定的 他不是

一个让他的学生据有这种发明的人
。

事实上他那时还埋头于完成那些后来被

泰勒和麦克劳林所假定为己有并且已知的微分运算本身的制定工 作
。

而且
,



象他关于微分演算的最初几个基本公式所表明的那样
,

牛顿显然首先是从力

学的而不是从属于纯粹分析的出发点达到它们的
。

另一方面
,

就泰勒和麦克劳林而论
,

他们一开始就在微分演算自己的地盘

上工作和活动
,

所以没有任何一点动机要去寻找微分演算的尽可能简单的代

数出发点
,

更不用说在牛顿学派和莱布尼茨学派之间正当围绕着将微分演算

的确定的既成形式当作一种新发现的
、

完全特殊的
、

和普通代数有天壤之别的

数学学科而相争论的时候了
。

他们各自的起始等式同二项式定理的联系
,

对他们来说是不言而喻的
,

然

而这个联系并不象例如在微分 。 或李时认为这些是由普通代数所提供的表’

一
’

一
’

一
‘ 一 ’

”
一 ’

一
” ’

一 一 一
’

一一一
’ 一

” 一
’

一
’

一
’‘

” 一

示式那样的不言而喻
。

新旧事物之间的实际的因而是最简单的联系
,

总是只有在新事物本身获

得了完善的形式以后才能发现
,

可以说
,

微分演算通过泰勒和麦克劳林定理

获得了这个关系
。

因此把微分演算归结到严格的代数基础上去的责任首先落

在拉格朗 日身上
。

在这方面
,

世纪中叶的英国数学 家约翰
·

兰登 在 他 的

《差分分析 》一书中或许走在他前面
。

但是在我能对此作出判断之前
,

我必须

先在博物馆里查阅一下这本书
。

拉格朗日的函数理论

拉格朗日从泰勒定理的代数论证出发
,

因而也就是从微分演算的一般公

式出发
。

关于泰勒的起始等式
夕,

或 二 或 二 , ,

只须指出

这个级数并没有得到证明 二 的并不是一个确定幂次的二项式 倒

不如说 二 十 是 二 的任一函数当 二 增长一个正的或负的增量 时的不确定

的一般表示式 所以 , 包括任何幂次的 二 的函数
,

但同时排除了展开级

数本身的任何一个确定的幂次
。

因此泰勒本人在级数的末尾加了
“ ” 。

但

是展开级数的这个适用于获得增量的 二 的确定函数的定律 —不管这些函数
可用有限等式或用无穷级数表示 —可以毫无问题地应用于不确定的一般的二 ,

因而同样也可以应用于不确定的一般的 ‘ 或 。 的
,

则是尚需证

明的
。

通过对这等式的两次微分
,

即对
,

一次把 作为变量而 二 作为常

一 ·
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卜卜卜

量
,

然后把 , 作为变量而 无作为常量
,

它就被翻译成了微分演算的语言
。

这

样就产生了两个等式
,

它们的左边相同
,

而它们的右边则形式各异
。

但是为了

能把这两个右边的都是 二 的函数的不确定系数等同起来
,

就要求再假定各个

系数
,

等等虽是不确定的
,

但却是有限的量
,

并且同样要求假定伴随它们

的因子 无是以正整数的幂次上升的
。

假定说 但实际并非如此
,

在 对中的
。保持一般的情况下泰勒已经对 二 的 证明了这一切

,

那末决不因此而当
。 的函数采取确定的特殊值时

,

这也还适用
。

这些特殊值可能反过来和用他

的级数
,

一 匆
一 甲 而又

力 心

,

十 宾兴奥砂 七
劣‘

来处理是不相容的
。

丫句话 包含在泰勒的未经证明的起始等式中的条件或假定
,

自然也出现

在从它导出的定理
, 不

一
」

宁 兀 灭丁“ 甲
忆心试

, 孔 ,

一
、

一于一二厂 , 乙一 门

劣 若

中
。

所以它不能应用于与那些假定相矛盾的 ‘ 的某些函数
。

这 定 理 的所 谓
“

失误
”

就是由此而来的
。

拉格朗 日用代数方法为起始等式建立了基础
,

并同时用它的展开本身指

明了哪些特殊情况是由于和它的一般性质相矛盾
,

也就是和 。 的函数的一般

的
、

不确定的性质相矛盾而 自行排除了出去
。

拉格朗 日的巨大功绩
,

不但在于他用纯粹代数的分析为泰勒定理
,
·

从而根本为微分演算建立了基础
,

而且尤其在于他也引进了导函数的 概念
,

这概念事实上或多或少都为所有他的后继者所使用
,

即使没有把它说出来
。

但

是他并不以此为满足
。

他用 上升的
、

正整数的幂次为所有可能的 二 十 几 的

函数给出了纯粹代数的展开
,

而后用微分演算中的名称来命名它们
。

微分演

算 泰勒定理等 所具有的一切敏捷性和简便性都将因此而丧失
,

并且往往要

用烦琐而复杂得多的代数运算来代替
。

就纯粹分析而论
,

拉格朗 日确实摆脱了一切在他看来存在于牛顿的流
二
、、口 ,

‘二丫 。、
占、上

。。 ,
、

、 独 伟 。
占、、

。。 。
,入 , 、 , 二 , 、

、 , ,

华 。

数
,

莱布尼茨的不同阶的无限小量
,

消失量的极限理论以及把份卜荡经 当作微’ 一 ”’ ‘ “ 、 ”‘ ’ ‘
’

” ’“ ’ 曰 ‘ “ ’卜
’

‘

一
, ” , 、 曰 甲 ’卜、

一
‘以 ⋯

切

以劣 厂一 ”
’

系数的符号等等中的形而上学的先验性 ①
。

然而这并不妨碍他在应用其理论

于曲线等等的时候
,

自己却常常要用到其中的这个或那个
“
形而上学

”

的观念
。

①
“

先验性
”
一词

,

原文为 “ 。


